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Transformation von DifTerentialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades mit Hülfe der verallge- 
meinerten elliptischen Coordinaten. 

(Von Flcmi O. Henriei zu Kiel.) 



H err Hesse hat in der einundzwanzigsten und zweiundzwanzigsten 
Vorlesung seiner analytischen Geometrie des Raumes bei der algebraischen 
Behandlung des Problems der Hauptaxen der Curven und Oberflächen zweiter 
Ordnung die Relationen zwischen den rechtwinkligen und elliptischen Plan- 
oder Raumcoordinaten aufgestellt nnd die Rolationen-zwischen den Differentialen 
derselben auf eine Form gebracht, welche die Transformation gewisser Dif- 
ferentialausdrücke durch Einführung der elliptischen statt der rechtwinkligen 
Coordinaten auf das Engste an das genannte Problem knüpft, indem diese 
Transformation auf diejenige lineare Substitution zurückgeführt wird, welche 
jenes Problem löst. Das Verfahren ist für die Plancoordinatou kurz das folgende. 

Es werden zuerst die linearen Substitutionen 

(1.) X^ä'x+Vg, Y^a'x+b'y 

so bestimmt, dass sie die Gleichungen 

(2.) j^*' = + <f,(x, 9 ) = (ß n x+ß l9 y-{a n x'-a l9 ') = l t ,X 1 +l,Y> 

zu identischen machen. Die k erscheinen dann als Wurzeln der in i. qua- 
dratischen Gleichung 

so dass, wenn wir ß„ ß t rechtwinklige Coordinaten sein lassen, dio Wur- 
zeln A„, Ä, als elliptische Plancoordinaten erscheinen. Es wird darauf p. 245 
des genannten Werkes gezeigt, dass die Relationen zwischen don Differentialen 
der fi und wie sie aus 

(3.) ?(**) = <>, 0 

folgen, auf die Form der Substitution (1.) gebracht werden können, dass 
nämlich 

i|Wi^- = d > dß»+b°dß l , Wl^K-ff- = a'dß ( ,+b'dß t 

Jonroftl fQr Mtthematik Bd.LXV. Heft I. 1 
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wird, wo L,, und L, die Werlhe von L =- (ff„+i)(« 1 4- '*■) für /.—iL,, und Ä = >., 
bezeichnen. Diese Gleichungen, welche Folge von (3.) sind, gehen aus den 
Substitutionen (1.) hervor, wenn man 

(4.) x^dß,, f = ifa, x=^'w;-^-, y^.jvTX,-^- 

selzl. Führt man diese Werlhe in (1.) ein, so werden jene Substitutionen 
durch die Gleichungen (3.) erfüllt, und dasselbe gilt von allen Gleichungen 
zwischen den x. y und A', Y, welche durch die Substitutionen (1.) zu iden- 
tischen werden: sie gehen durch Einsetzen der Werlhe (4.) in Differenlial- 
formeln über, welche Folgen der Gleichungen (3.) sind. 

Solche durch (1.) identische Gleichungen sind die beiden unter (2.j, 
mittelst deren wir durch Einsetzen der Werlhe (4.) dß^+djii und <f (dß^djl,; 
sofort durch die Grössen und k l ausgedrückt erhalten. Hier hat tp(x,y) 
die Form F(x, y, — (/^tf-f-fty)), wenn F(u, e, tc) = — ff„w J — «,e 7 4-if J . Da 

nun, falls A die Determinante von <f(x,y) bezeichnet, y, x) die reci- 

proke Function von tp(x,y) ist, so wird auch die Gleichung 

I X 1 Y* 

welche aus den reeiproken Functionen der beiden Seiten der zweiten Glei- 
chung (2.) gebildet ist, durch (1.) identisch, weil diese Substitution eine ortho- 
gonale ist. Führen wir hier die Werlhe (4.) ein, so ergiebt sich, dass die 
Differentialgleichung 

(3.) F{- dft , dti,. iUfr -Mi,) = ( /Wi - W - «,,«/,*; - «, dft = 0 

in 

übergeht, wenn dio ft mittelst (3.) durch X,, und X t ersetzt worden, dass also 
ihre Integration durch diese Transformation auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
In derselben Weise leitet man aus allen andern Gleichungen, welche durch 
(1.) identisch werden, entsprechende Transformationen von Differontialaus- 
drücken ab. 

Mein hochverehrter Lehrer, Herr Prof. Hesse, stellte nun im Winter- 
semester 18g $ im Heidelberger mathematischen Seminar die Aufgabe, die 
analoge Transformation der Differentialgleichung (5.) für den Fall auszuführen, 
wo F(w, r, m>) eine allgemeine quadratische Form bezeichnet. In der damals 
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von mir eingereichten Lösung führte ich diesen allgemeinen Fall durch lineare 
Substitution der Form F(u, c, tr) auf jenen speciellen zurück, nachdem die 
Grösse y>(i), deren Verschwinden die Substitution (3.) liefert, als reeiproke 
Function und die in (4.) eintretende Grösse L als Determinante von F(u, e, w) 
— Ä(« 2 -t-c 7 ) dargestellt war. Hierzu bedurfte die von Herrn Heute zur Ab- 
leitung der Gleichungen (4.) angestellte Rechnung nur einer geringen Mo- 
difikation; diese Rechnung selbst ist aber etwas weitläufig, selbst für den 
obigen speciellen Fall, und in sehr erhöhtem Grade, wenn man dasselbe Ver- 
fahren auf Functionen mit mehr Variabein ausdehnen will. Rei weilerer Be- 
schäftigung mit diosem Gegenstande fand ich jedoch, dass sich dieselbe ver- 
möge der Eigenschaften der Substitution (1.) bedeutend abkürzen und mit 
derselben auch dann ausführen Ifisst, wenn man für F(u, t>, 10) eine homogene 
Function zwischen »+1 Variabein und für w*-f e 1 oder x 7 +jf 5 in (2.) eine 
ebenso allgemeine Function nimmt. 

Diese Verallgemeinerung der obigen Methode zur Transformation ge- 
wisser Differenlialausdrücke, sowie die Integration eines Systems von n-l 
Differentialgleichungen erster Ordnung zweiten Grades zwischen » Variabein 
bilden den Inhalt des Folgenden. 

§ 1- 

Der beabsichtigten Transformation liegt das sehr bekannte algebraische 
Problem zu Grunde: 

Man soll diejenigen linearen Substitutionen bestimmen, welche die 
Gleichungen 

( 1 .) F (jf n y,, . . . y„) = SA* y. yi = l t 17+ h 17+ • • • + K 17, 
(2.) F, ( (y 1 ,y 7 ,...y.) = ^y jr y 1 = 17+ 1?+-+ Y? 
zu identischen machen. 

Aus der grossen Reihe von Arbeilen, worin dies Problem behandelt 
wird, erwähne ich zwei, nfimlich die Abhandlung von Jacobi: De binis quibus- 
libet etc. (dieses Journal Bd. 12) und die Abhandlung des Herrn Weientrats 
(Berichte der Berl. Akad. 1858), in welcher die Ausnahmefülle, wenn bei 
der gewöhnlichen Behandlung mehrere der Coefficienten l einander gleich 
werden, mit berücksichtigt sind. Ich führe hier diejenigen Resultate der Lö- 
sung an, welche im Folgenden gebraucht werden. 

Die Substitutionen mit ihren Auflösungen seien 

!• 
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(3.) y, = y„l r .+y 0 l r «4--+y rt y„ 

(3'.) n = ^yi+tr Mifj + ...+^y,, 
ferner seien (A), (#). (y/) die Determinanten der Functionen F, F„ und 
F-AF„, also 

= ^± A a A» . . . A m , (B) = Z± B u B n ... B mm , 
\{st) = 2±{An-lB u ){A n -XB n )...(A„-lB. m ). 
Dann wurden die Coefficienten i,, ... die Wurzeln der Gleichung 

(5. ) (A) = (B).(l, — l)(lj — i)...(X m ~k) — 0. 
Bezeichnet ausserdem (A lt) ) die Determinante (y/) für A = ü. t , so dass 
identisch verschwindet, und (^') die Unterdeterminante von (^Z 1 * 1 ), welche 
dem Elemente A h , — X h B u entspricht, so ist 

(6.) y tt : y» : . . . : y- = «>) : «>) : . . . : «>) 
für ein beliebiges Suffix h ans der Reihe 1, 2, . . . n, und 

wo 

(8.) l k = (X l -X ll )(X 3 ~l i )...(l^ l -K k )(l l+l -X k )...(k.-l k }. 
Die transponirte Substitution 



transforrairt die reciproken Functionen von (1.) und (2.). Bedeuten also ( 
und (/J a ) die ünterdeterminanten von (A) und (Ä), so werden durch (9.) die 
Gleichungen 

t fan 9i i-.. »;.) = M» = ^ + ^ + - + ff , 

/ufa„ fc, • • • »7.) = jfi2{ß*)Mu = + . +HI 

zu identischen. 

§• 2. 

Seien F(w f ,»,,... und F 0 («,, . . . «.+,) zwei quadratische Formen 
der »+1 Variabein «,, w,, ... «, + , 

(1.) F («,,*», ... = JS'a,]«,«; = («u,a B , ... a. +l ,. +1 )(«i, «j? ••• 

(2.) F 0 («i, «i, ... = 2b,iu M vx = (bn, 6«, ••• &«+j,«.h)(*i> «j, ... «. + i) 2 < 
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so erhält man hieraus, wenn man 

(3.) u t = y„ u 2 =y 2 , ... M B = y B , , = y = -(*,y, + tf 3 y 1 + - + T.y„; 
setzl, quadratische Formen der n Variabein y,, y,, ... y„ 
(4.) F (y, , y 2 , ... y„ y) = (a„ , « 12 , ... (yi , y* , ••• y., -(x l yi+x 1 y^-+x m y.)) 1 , 

(5.) J^yi,»»,. • (Ain*m ••■6^ l ,, + ,)(y 1 ,yi,...y„-(ar,y l +x 2 y^-+x.y.))'. 

Um auf diese die Transformation des §. 1 anzuwenden, ordne ich nach 

den y,: 

(4'-) F '(yi,y„...y.,y) = (4,4, ••• 4)(yi,y 2 , • ••y.)% 
(.V.) F„{y t ,y 1 ,...y„,y) = (B lt ,B n , ... £„) (y, , y 2 , ... y.)'. 

worin 

^ Ma = «i»-«i,.+ia ; j-ffl.+i,»^ + «.ii,.iiir.ii J 
= 6,»— 6^.+,^ — 6, +M ar,+ 6. + i,. + i;Tiir*. 
Dann ist unter derselben Bezeichnung, wie in §.1, 
(^4) = ^" + yli,^4 M . .. vl, B 

die Determinante von F{y„y t ,...y n ,y) in Bezug auf die « Variabein y,, 
y,, ... y„ genommen, und diese ist bis auf das Vorzeichen identisch mit: 



(7.) A = 
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Statt diese Determinante aus (4.) abzuleiten, will ich zeigen, dass sie ~{A) 
gleicht. In der Thal, subtrahirt man die n+1'% also die vorletzte Vertical- 
reihe mit x t multiplicirt von der ersten, mit x* mulliplicirt von der zweiten 
u. s. f., endlich mit x H mulliplicirt von der n Un Verticalreihe, und verfährt 
darauf mit den Horizontalreihen ebenso, so gebt A unter Berücksichtigung 



von (6.), und wenn 
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so dass, wie behauptet, die Gleichung besieht: 

(8.) (A) = -A. 
Eine analoge Gleichheit besteht zwischen den Unterdoterminanten von 
(A) und A. Ist nämlich ff,, der Cocfficient von a, k in A und («,») der von 
A* in (^)i so isl 

«*» = -(«.*); 

denn wir können beide Unterdeterminanten durch DifTerenlialion von A und 
(.4) respeclive nach a, k und .4,» bilden, wenn wir die Differentiation nur auf 
die der Form nach gleichen Elemente beziehen, also a u und o Wj sowie A lk 
und A lt als von einander unabhängig ansehen. Dann liefert uns die Glei- 
chung \S.) 



BA 
' da« 



6(A) ÖAa 



wo 



= «' 77T7 = a >» -7^- = (<*«)■ 



dAu öa,t ' vOik ' oa,» "' oa.t 

Haben ß, (Ä), (/?,») dieselbe Bedeutung für fl,(y, , y 2 , . . . y,, jf), 
wie vi, (.4), («,») für F(y,, y,, ... y„ y), so ist auch hier 

{B) = -B, (,*.») = -#», 
und ebenso können wir diese Resultate auf die Form F—IF„ übertragen, 
denn es ist in doppelter Anordnung 

F(y t , ••• tf.» y)-^o(jfi, ...y., y) = Mn-iÄi,,^,,— iÄ«, ...)(jr n yj, ... jf,) 1 
= («ii - A*u , «« - ift« , • • • ) (y i , y » , • • • y . , - (*i y i + * 2 y*+ • • • 4- x. jf .))' . 

Selzen wir also 

«n — *6„ o„ — Ä6», ... o,. ~ä6„ «i (B+1 — *0i..+i 



(9.) ^ 



— Xb n 



«... 



«•r — ^o«i «•! — • • • «». — «■,■+! — *• 
««+i,i~*o«+t,i «n-n.j— • • • «« + i,,— ^-o.+i,, «.+i,. m — ^■+«,■+1 * 
x, Xj . . . x„ 1 0 



(10.) {A) = ^IMn-AÄ,.)^«-!^) ... (A m -XB„), 



so ist 



(11.) (A) = -a, V») = -A>, 

wo ^f a und (A tk ) Unterdeterminanten von A und (A) sind. 

Ich mache noch darauf aufmerksam, dass A als die reeiproke Function 
von F{Ui. «j, ... «, + i) — ^(«i, «1,... w. + i) angesehen werden kann, in der die 
Variabein durch x,, x 2 , . . . x. +1 bezeichnet sind, aber x. +1 = 1 gesetzt ist. 
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Die reciproken Functionen in Bezug auf die n Variabein y,, y 2 , ... 
y n von F(y,,y,, ...y.,y) und fj,(y„ jr„ . . . y., y), nflralich 

1 1 

lassen sich in Determinantenform direct durch die a Ml , b Ml und x, darstellen; 
es ist fflr die erste 



(12.) nVtrft, — K.) = -t 
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sieht unmittelbar, dass auch hier die Unterdeterminanle a a von A 
den Coefficicntcn von ^ bildet. Mit Hülfe eines bekannten Determinanten- 
satzes lässt sich dieser Ausdruck anders darstellen. Bedeutet a die Deter- 
minante von F(u, , tij, . . . u n+t ) und wird — —A als Function der .r durch 
y(x,, x 2 , . .. x„ +l ), wo x M , = 1, bezeichnet, in der Weise, dass 

so sind 

-oy(x,, x,,...x„ 1), -a<p{f]„T h ,.. .*?.,0) und - -|- {17, V(x,) + --H.y(x.J} 

die Unterdetorminanten der Determinante in (12.), welche den letzten vier 
Nullen entsprechen. Die aus ihnen gebildete Determinante 

a 2 {y(x,. x,, ... x., l).y(t?,,»7 7 , ... i?„ 0)-|[»? f . y'(x.) +•••+»/.. y'^.)] 2 } 
wird daher = - -4- .aYfa,, r/„), und somit ist 

wo der Bezeichnung für A analog 

6 = ^ , + 6 11 6 n ...6. + ,. +I , --J-Ä= ^(«„«„ ...x„, 1) 

gesetzt ist. 



S Henrici, Transformation ron Differentialauidhicken. 

§• 3. 

Wenden wir jetzt die Transformotion des §. 1 auf die Formen 
F{y t , jfi ■ ■ ■ !f„,y) und F„(y, , y„ . . . y n , y) an, wie sie im vorigen Paragraphen 
heimeiltet sind, so heissen die Gleichungen §. 1 (1), (2.) jetzt 

(1.) F (y, , y 2 , ... y m , y) = A,>7+M7 + --fi.>:\ 
(2.) ' E.(y l ,y 1 ,...y l .,y) = 17+ 17+- + K.S 
welche durch die Substitution 

(3.) ^ = y.,y l +y«r J +-+y.,y. 

zu identischen werden; und die tronsponirte Substitution 

(4.) H t = y„ij 1 + y«ij, + — -r/ (li J'/. 
erfüllt die Gleichungen 

(5.) ffo,, *,...!?„) = f+if+- •+£> 
(ß.) = W+W+- +«- 

In den übrigen Formeln des §. 1 können wir nach den Entwickelungen 
des vorigen Paragraphen statt der (A), (/?), (A) und deren Unierdeterminanten 
die A, B, A und deren Unterdeterminanten aber mil entgegengesetzten Vor- 
zeichen nehmen. Demnach wird 

Die Proportion §. 1 (6.) kann ersetzt werden durch 

. ba i > 6j**> dA*> 

denn weil A y>} — 0, so sind ihre Unterdeterminanten , welche den Elementen 
aus zwei Horizonlalreihcn entsprechen, proportional, und die Unterdeterminanten 

der letzten Reihe sind i^-, •■• fo, g ,,cn wird 

wodurch sich die obige Proportion ergiebt. 

Die Gleichung A = 0, w.enn A aus §. 2 (9.) genommen wird, be- 
gründet einen Zusammenhang zwischen zwei Systemen von je n Variabein. 
Die Wurzeln i,, . . . i. der Gleichung sind Functionen der x n x 7 , . . . x, 
und umgekehrt können die x vermöge der Gleichungen 

(9.) ^ (I > = 0, y/< 5) = 0, . . . y/ ( " = 0, 
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wo A 1 " immer die Determinante A für X = l t bezeichnet, als Functionen der 
* angesehen werden, und zwar als solche, die sich algebraisch darstellen 
lassen, da die Gleichungen (9.) nach den x aufgelöst werden können, wie 
in §. 5 ausgeführt wird. Es sollen jetzt aus diesen Gleichungen die Relationen 
zwischen den Differentialen der x und k aufgestellt werden, um nachher Dif- 
ferentialausdrucke dadurch zu transformiren, dass statt der x als nene Va- 
riabein die l eingeführt werden. 

Dn A lt) von den l nur dagegen alle x enthält, folgt durch totale 
Differentiation in Bezug auf alle diese Variabein aus der Gleichung A* *> = 0 
ÖA" dA* . , dA k > . , dA» . 

und diese Gleichung geht unter Berücksichtigung der Proportion (7.) Ober in 

(10.) -(»»-gxr^* = yu«tei+ynrf«.+— 
Der Factor ist bestimmt durch 

dA» , rl 

«'^xT~ rhk > * k= ÖA» ÖA* ' 

d*h dxK 

oder wegen der Gleichungen vor (7.) 



Der zweite Factor hierin kann leicht durch allein ausgedrückt werden. Be- 
trachten wir wieder als Unterdeterminanten von A {1) , aber einmal als 

dem x h aus der Vertical- das anderemal dem aus der Horizontalreibe der x 
enlaprechend, und bezeichnen durch U die Unterdeterminante, welche dem 
letzten Diagonalgliede 0 in AP* entspricht, so haben wir nach dem bereits 

a*> . . dA» dA" 
A\M i 



dA» dA*y_ - 4L» ' 
dx/, dxh 



folgüch wird 

Joorn»! nir M»them»tik Bd. LXV. Heft 1. 2 
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Hierdurch und weil ~^XT = Bl t ist, geht (10.) über in 

(11.) \yB^±dX k = rnäx^y^dx^+'+r^dx^ 

Diese Gleichung, welche für k= 1, 2, ... » die Relationen »wischen 
den Differentialen der x und der X giebt, wie sie aus den Gleichungen (9.) 
folgen, hat genau die Form der Substitution (4.), durch welche wir in (5.) 
und (6.) die Formen /(»h,^, ... »?,) und /I,(>?i, ... transformirten; eine 
Eigenschaft, welche gestattet, eine Reihe von Differenlialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades der Variabein x ohne Weiteres durch die l auszu- 
drücken. Da nämlich die Gleichung (11.) aus den Substitutionen (4.) hervor- 
geht, wenn 

(12.) Vi = dx„ H k =MB]j±.dl k 

gesetzt wird, so können wir sagen, dass die Substitutionen (4.), nachdem die 
Werthe (12.) eingesetzt sind, durch die Gleichungen (9.) identisch erfüllt 
werden. Dasselbe gilt von allen Gleichungen, welche Folgen der Substitution 
(4.) sind, da diese durch dieselben Werthsysteme befriedigt werden, welche 
der Substitution genügen. Dies giebt den Satz: 

Aas den Gleichungen (5.) und (6.), sowie aus allen übrigen, welche 
durch die Substitution (4.) »u identischen werde», entstehen durch Einfuhren 
der Werthe (12.) Differentialformeln , welche Folgen der Gleichungen 

yf('> = 0, Sfi n = 0, ... y/<"> = 0 

sind. 

Hierin haben B und si it} die in §. 2. angegebene Bedeutung; es ist 
B die Determinante von F u (y,, y 2 , ... y„,Jf) und A k die von F(y,, y 2 , ... y„ y) 
— **Fu(y,, y,, .. y*»y) >n Rücksicht auf die n Variabein y 4 , y,, ... y„, oder 
wir können B und A { *> als die reciproken Functionen von ^,(m m m?, ... *„ +l ) 
und F(«!, m 2 , ... «. ( ,) — il 4 F u (M 1 , «,,... k. +1 ) betrachten, in denen die Variabein 
durch x,, x } , ... x. +1 , aber x.^, = l, bezeichnet sind. Ferner ist die 
Determinante von F(«,, w 2 , ... y. f ,)— i 4 F g (ti,, »j,... w„ + i), also 

Lt = -^±(«11— **£iiX«m — k k b n ) ... (ö,h,«+i~ ä * 6 »+i,.+i) 

und 

4 = (*!-■**) (*2-A*) ... (A*-l-i*)(^+l-^) ••• (^.-^)- 

Dieser Satz dient zur Transformation derjenigen Differential aus drücke, 
welche aus den Formen ffa, % , . . . ij m ) und /!• , *7i , ... »?•) sowie aus den si- 
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multanen Covarianten dieser Formen hervorgehen , wenn in ihnen 17, = dx t 
gesetzt wird. 

Besonders hervorzuheben ist ein specieller Fall der Substitution (9.). 
Wenn nämlich F u (y^ ... y„y) — y] + yU \-yl wird, so heisst die Glei- 
chung (2.) y]+y\ + -- + yl = Y?+Yj+ — + Y?, die Substitution (3.) wird also 
orthogonal und zeichnet sich vor der allgemeinen durch eine Reihe merk- 
würdiger Eigenschaften aus, welche sich auf unsere Substitution (9.) über- 
tragen. So fällt die transponirte Substitution mit der ursprünglichen zusammen, 
wenn wir die Variabein in beiden mit demselben Buchstaben bezeichnen, da 
jetzt die Auflösungen der Substitution (3.) die Form (4.) annehmen. Setzen 
wir also y, = t\ t und Y k =H k , so fallt die Gleichung (6.) mit (2.) zusammen, 
da auch /;,(»?,, r /s , .. . 1?.) = T)\ + T)l + .-- + t)l wird, wihrend die Gleichung (1.) 
ebenfalls Folge von (4.) wird. Da endlich noch die Determinante (B) = —B 
von F„ gleich 1 wird, so heisst unser Satz jetzt: 

Wenn die orthogonale Substitution 

(13.) =y,./f 1 +y.i^24---+y 1 .//., H k =y u »?.+y«»? 5 +--4-y.*i7. 
die Gleichung 

identisch erfüllt, so gehen au» ihr sowie aus allen übrigen durch (3.) iden- 
tischen Gleichungen Differential formein hervor, wenn man 

(15.) tj t = dx t , H t =^=±dl k 

setzt, und diese werden Folgen der Gleichungen 

sfi) = 0, ^ =0, ... = 0. 
Hierin ist jetzt 



(16.) = 



«,,-*< 




■ • «I» 


«l,. M 


x, 




a a — K • 




«1.-4» 


x, 


«.l 


«•i 


«»— ** 


«•,- + ! 


x. 


«•4-1.1 


««4 1.» • • 


«•4-1,. 


«•M,«4 1 


1 


X, 


X, 


• • X, 


1 


0 
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... a u 






«2, 




• • »i. 






a.x 




• • • 


«•,•+1 








• • • 







Es ist bemerkenswert^ dass L k hier nur vom »'"" Grade in ^ ist, während 
es im Allgemeinen den Grad »+1 erreicht, und dieser sinkt noch um eine 
weitere Einheit, wenn a, + ,,. +1 = 0. 

§ 4. 

Nachdem im vorigen Paragraphen Regeln angegeben sind, um Dif- 
ferentialausdrücke dadurch zu transformiren , dass die x durch die iL ersetzt 
werden, sollen jetzt einige Eigenschaften dieser Substitution A - 0 angegeben 
werden, wobei es meistens genügen wird, an bekannte Satze zu erinnern. 
Ich bezeichne hier Kürze halber die Functionen F(«,, «,,... «.,,) und 
F„(«,, «„,,) durch F und F„. 

Zunächst lfisst die Gleichung A = 0 für n — 2, 3 eine einfache geo- 
metrische Deutung zu. Lassen wir für » = 2 die Variabein «j, u } Linien- 
coordinaten bedeuten, so reprfisenlirt die Gleichung F— AF u = 0 mit der will- 
kürlichen Grösse Ä alle Kegelschnitte, welche von den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Kegelschnitte F = 0, F„ = 0 berührt werden. Die 
reeiproke Function von F— ÄF„ ist A, unsere Gleichung ^ = 0 drückt also 
dasselbe System in Punklcoordinaten aus und zwar in Cartesischen, weil Xj=l 
gesetzt ist. Legen wir den x die Coordinaten eines festen Punktes bei, so 
liefert yl ~ 0 zwei Werthe für i; welche die beiden Kegelschnitte des Systems 
bestimmen, die durch den angenommenen Punkt gehen. 

Während also die x den Punkt in recht- oder schiefwinkligen Coor- 
dinaten angeben, bestimmen die f. denselben als Durchschnitt zweier Kegel- 
schnitte, welche vier feste Grade berühren. Das analoge gilt für » = 3 
im Räume. 

Diese Bestimmung der x durch die X ist im Allgemeinen eine voll- 
kommen bestimmte, doch müssen gewisse Grenzfälle ausgeschlossen werden. 
Damit nämlich alle x durch die i. ersetzt werden können, ist einentheils nölhig, 
dass die Gleichung A = 0 von keiner der Variabein x unabhängig wird, 
anderntheils. dass dieselbe für keine ihrer Wurzeln A,, /L,, ... einen von 
den x unabhängigen Werth g giebt. Die Bedingungen, unter denen dies ein- 
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'Irill, lassen sich als permanente Eigenschaften der Functionen Fund F„ durch 
das Verhalten der Determinante L von F—IF U ausdrücken. 

Die Unterdeterminanten von L sind die Coefficienten der x in A. 
Diese Grösse wird daher nur dann von x t unabhängig wenn alle ersten Unter- 
determinanten, welche den Elementen der f" Horizontal- oder Yerticalreihe 
in L entsprechen, identisch verschwinden, wodurch auch 1 = 0 wird. Ferner 
kann A nur dann einen von den x unabhängigen Factor haben, wenn 

alle Coefficieuten der x in A t also alle Unterdeterminanten von L durch diesen 
Factor theilbar sind, in welchem Fall L mindestens zweimal durch (A— g) 
theilbar ist. Geometrisch wird hierdurch bedingt, dass die beiden Curven 
oder Oberflächen F = 0 und F„ = 0 einen Contacl höherer Ordnung oder in 
zwei Punkten einen einfachen Contacl haben; letzteres, wenn L den Factor 
(A— g) nur zweimal enthält*). 

Der Gleichung A = 0 kommen eine Reihe weiterer Eigenschaften zu, 
welche durch die Determinantenform von A bedingt werden. Gleichungen wie 

Pn-lgn . . . Pi r -lqu 



= 0 



Prl —tyrt • • • Prr—lqrr 

sind vielfach untersucht, in dieser allgemeinen Form, wo jedes Element die 
Grössen X enthüll, von Herrn Hermite (Comptes rendus 1855), von Herrn 
Clebsch (Bd. 62, p. 232 dieses Journals), sowie von Herrn Weierttrcus (Be- 
richte der Berl. Ak. 1858), dessen Resultate Herr Chritto/fel (Bd. 63, p. 255 
dieses Journals) erweitert und namentlich auf den Fall ausgedehnt hat, wo 
die p„ x , q, k Functionen einer oder mehrerer Variabein sind. 

Unsere Gleichung A = 0 hat diese Form für beide der in §. 2 durch 
(A) und A unterschiedenen Darstellungen und ist ausserdem symmetrisch. 
Aus beiden Formen können wir Folgerungen für die Realität der Wurzeln 
i,, Ü,, ... Ä. ziehen, doch mag es hier genügen in Betreff der Form (A) 
§.2 (10.), wo p t x, q.x durch die A tl} B, x ersetzt werden, welche Functionen 
der x sind, auf die zuletzt citirte Abhandlung zu verweisen, um hier noch 
einige Worte über die andere Darstellung hinzuzufügen. In A §. 2 (9.) ist 
r = n+2 und in der letzten Horizontal- und Yerticalreihe g,,, f ,=0, p tm ^ = x M , 

*) Vergl. Sylvester, Phil. Mae. l&bl, 1., p. 119, wo die verschiedenen Arten der 
Berührungen zweier Gebilde zweiter Ordnung aus dein Verhalten der Determinante L 
abgeleitet werden, wenn die Gleichungen derselben in Punktcoordinaten gegeben 
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während die x in den anderen Elementen nicht vorkommen. Dann hangt, 
vorausgesetzt, dass die a Ki und x reell sind, die Realität der Wurzeln A,, 
Aj, . . . k m allein von den 6.2 ab und die Bedingungen dafür, dass sämmlliche 
Wurzeln von A = 0 reell werden, ist dieselbe unter der die Wurzeln der 
Gleichung £ = 0 alle reell sind: Es müssen die 6 #J so beschaffen sein, dass 
-S6,i« jr «i = F il (»„ immer dasselbe Zeichen behält, wenn man die 

« alle reollen Werthe durchlaufen lässt Nach den Sätzen der Herren 
Weiers trau und Ckrutoflel hat nun eine Gleichung L — 0 unter denselben 
Bedingungen, unter denen ihre sämmtlichen Wurzeln reell sind, die Eigenschaft, 
dass dieselbe nur dann r gleiche Wurzeln g hat, wenn alle orsten Unter- 
determinanten von L durch (l—g) r ~ l theilbar sind, und umgekehrt. Damit 
also die oben ausgeschlossenen Grenzfälle, für welche unsere Substitution un- 
zulässig wird, nicht eintreten, ist jetzt erforderlich und ausreichend, dass 
sämmlliche Linearfactoren von L unter einander und von Null verschieden sind. 
In dem im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fall, wo 

also immer positiv ist, wird für n = 2, 3 das durch F— IF„ = 0 repräsentirte 
System von Kegelschnitten oder Oberflächen zweiter Ordnung ein confocales 
und die l werden daher die von Jacobi unter dem Namen der elliptischen 
Coordinaten in die Analysis eingeführten Functionen der x. Die Gleichung 
A = 0 giebt, wenn A die Form §. 3 (16.) erhält, den allgemeinsten Zu- 
sammenhang zwischen rechtwinkligen und elliptischen Coordinaten, wobei es 
gleichgültig ist, ob das System confocaler Gebilde einen Mittelpunkt hat oder 
nicht, indem parabolische Formen von F=0 und somit des ganzen Systems 
dadurch bedingt werden, dass a.+i^+i = 0. Wenn a.+i,.+i n ' c ht verschwindet, 
können wir diese Grösse = — 1 setzen und F durch orthogonale Substitution 
so transformiren, dass unsere Gleichung A = 0 übergeht in 

('•) ^r+^+'+^r- 1 

welche Jacobi zur Einführung der elliptischen Coordinaten gehraucht. 

Die Jacobischen Transformationsformeln für die Einführung der ellip- 
tischen Coordinaten sind in ihrer Vollständigkeit in dem gegenwärtig in Druck 
befindlichen Hefte seiner Vorlesungen über Mechanik enthalten, von welchen 
ich den hierauf bezüglichen Theil habe einsehen dürfen ; seine erste Bekannt- 
machung über diese Substitution aber findet sich in seiner Note über die geodätische 
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■Linie auf dem dreiazigen EUipsoid. (Berichte d. Berl. Ak. April 1639 und 
Bd. 19. p. 309 dieses Journals.) 

S 5 

Der Vollständigkeit halber gebe ich hier noch die Auflösung der Sub- 
stitution 

v/<'> = 0, = 0, . . . = 0, 

nach den Variablen x,, x 2 , ... x.. 

Da die *„ il,, ... it. die Wurzeln der Gleichung A = 0 sind, besteht 
die in X identische Gleichung 

«n — M> n . . . — Ao lf . + , xi 



1 



x; ... x; +1 o 



in der = x< ist. Die Determinante links soll jetzt durch und 

ebenso die früher durch L bezeichnete Determinante Z. durch L{1) bezeichnet 
werden, so dass, wenn y,, g 7i ... g m + t die Wurzeln von 1 = 0 sind, 

L(k) = 6(*-A)(y,-A) ... (g.-l). 

Nun wird bekanntlich .//(A) ein vollständiges Quadrat in Bezug auf die 
x\ sobald die Determinante L{X) verschwindet, also allemal, wenn wir fflr 
k einen der Werthe $r„ g n ... g m+t setzen, und zwar ist A(g % ) das Quadrat 
des Ausdrucks 

*i iinM + *i ^(yi) + • • • + x 'n m m,-+i (#) ? 

worin den Coefficienten von a M — in bedeutet, wie man auch 

unter Beachtung der Relation r 7 !* = i-u'Cfl'.) direct durch Quadriren 
verificiren kann. 

Durch Einsetzen des Werthes g { statt A in die obige Identität entsteht daher 



*\ iL* (g.) + *i ^ (&)+•••+ x.+i m,.h (*) = rttf« - A i) (ar* - *») • • • - *.) » 
woraus für 1, 2, ... n+1 zur Bestimmung der x' ein System n-fl li- 
nearer Gleichungen hervorgeht. Allerdings ist die linke Seite dieser Glei- 
chung der rechten nur proportional, doch können wir den fortgelassenen 
Factor als mit den x' zusammengezogen denken, da wir schliesslich nur die 

Verhaltnisse , ' brauchen. 

X.+l 
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Besonders einfach wird diese Lösung', wenn L(k) schon in lineare 
Factoren zerfallt, wenn also z. B. in ihr alle Elemente mit Ausnahme der in 
der Hauptdiagonale verschwinden, da dann auch alle L kh (g t ) mit Ausnahme 
von L^g.) verschwinden, es wird 



1 



L„(sO 

jetzt 
folglich ist 



x __ _ ,/ (9t- 1 , Xfr-*.)-(g.-A.)(g.+ i-9, )•••&>+ »-»■) 



x. +i ^ (S*+i-K)(£*U-^" (9»+t-^)(S^9,)"'(S<^'-d^ 
Hat insbesondere die Gleichung A = 0 die Form §. 4. (1.) 



so 



wird 



L(l) = (a u — A)(4b— &) ••• 
ist also nur vom Grade », so dass g m + x unendlich gross geworden ist, wäh- 
rend g, = a M wird. Dies hat zur Folge, dass in dem Ausdruck für x, die 
Factoren, welche g. kt enthalten, sich heben und 

x = J (^rM .C o «j^--( 0 »-*-) _ 



wird, was mit der Auflösung, welche Jacob* in seinen Vorlesungen Ober Me- 
chanik giebt, übereinstimmt. 

§ 6- 

Nach den Gesetzen, welche für die Bildung simultaner Covarianten' 
aufgestellt sind, kann man aus den Gleichungen §. 3. (5.) (6.) eine unbe- 
grenzte Zahl neuer Gleichungen herleiten, welche alle durch die Substitution 
§. 3. (4.) erfüllt werden, und welche daher eine Quelle neuer, durch unsere 
Substitution A = 0 identischer Differentialformeln sind. Ich betrachte hier nur 
diejenigen, deren rechte Seilen die Form 

«(i.)Ä?+Z(A.)Ä? + - + Ä(A.)Ä2 
haben, wo irgend eine rationale Function von l bezeichnet Sie lassen 
sich alle aus denjenigen Formen zusammensetzen, in welchen ^(X) = Ä- für 
ein ganzes positives oder negatives m, und zu diesen gelangt 
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andern auf dem von Herrn Hesse in seiner analytischen Geometrie des Raumes 
(p. 1 96) angegebenen Wege. 

Ich gehe auf diese Formen für den Fall näher ein, wo /u = »7,-f rf 2 -i Mji 

ist. Da jetzt die Substitution §. 3. (4.) orthogonal wird und in die unter §. 3. 
(13.) übergeht, haben wir die Gleichungen 

(1.) F, t (r,„r h ,...t ia ) =i)l+v\ + -+til= H?+ H]+ +h:, 
(2.) Ffa„ r ;? , ... ij,, ,) = SA al n.ni = X^+i^H, +... + l m u:, 
welche durch die Subslilulion 

zu identischen werden. 

Um aus (1.) und (2.) neue Gleichungen zu bilden, welche Folgen 
der Subslilulion (3.) sind, dilTerentiire man (1.), (2.) oder irgend eine andere 
durch (3.) identische Gleichung total in Bezug auf alle rj ( und H k , und setze 
statt der Incrcmento die partiellen Differenlialquotienten von F(»?,, »j 2 , ... r ia , tj) 
und 2l t Hl nach denselben Variabein, also 

lF'(r lm ) statt drj;, und X k H k statt dH k . 

Dass die so gebildeten Gleichungen wirklich durch (3.; erfüllt werden, folgt 
daraus, dass dieser Substitution sowohl genügt wird, wenn man dr} t statt 
und dH k statt H k setzt, wie die totale Differentiation von (3.) zeigt, als auch, 
wenn man iF'(^) statt r ti und X m H k statt H k setzt, wie die partielle Diffe- 
rentiation von (2.) nach H k lehrt, wenn man dio r it vermöge (3.) als Functio- 
nen von H k betrachtet. 

Ich bezeichne die angegebene Operation durch <J und m mal wieder- 
holt durch <J„, ferner die auf diese Weise aus F 0 (f7,,»7,, ... t;.,»?) gebildeten 
Functionen durch F m mit dem Coefficienten Ä,1\ so dass 

* m F u = F m = 2£AWw lf 
indem der Grad der Formen in Bezug auf die Variabein i\ nicht geändert 
wird, wohl aber die Ordnung der Coefficienten in Bezug auf die A A , und 
zwar steigt diese bei jeder Ausfahrung der Operation !f um eine Einheil, 
weil an die Stelle der Incremente, die von der nullten, die DifFerential- 
quotienten iF'(j?<) Irelen, welche von der ersten Ordnung in den A Ml sind. 
Es werden daher die ^IJ^ von der m"" Ordnung in den A ul und folglich von 
der 2m"" in den x,, x,, ... x n sein, und zunächst stimmt rJF„ = F, mit der 

Journal flir Mathematik Bd. LXV. Heft 1 . 3 
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gegebenen Function F t überein, so dass auch A ( *l = A Ki ist, während für F,. 

a a = ö -> ^« = 1 genommen werden muss. 

Für die transformirten Formen ist die Operation d leicht ausgeführt, 
man erhall 

d2ii? = si k H;, <hzn; = dzkji; = sums, u. s. w. , 

d m 2iia = 217 

wo die Summen über die Wert he 1, 2, ... « für k auszudehnen sind. Es 
wird also durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 

...*.) = *H;+ . +KH: 

identisch erfüllt. 

Jacobi giebt für die Bildung der Coefficienten -4'"' (dieses Journal 
Bd. 12. p. 20.) die Kegel: Setzt man 

m+ 1 

und drückt diese symbolische Function der A durch die J,, aus, so wird 

A<*>~4r-i 2AW = 4f— 

Die successive Bildung dieser Coefficienten, wie sie aus der Anwendung der 
Operation t? folgt, führt dagegen auf diejenigen Formeln, welche das Multi- 
plicationstheorem für die Elemente der Potenzen von Determinanten giebt. 
Wird nfimlich aus den die Determinante A <m} von F„ gebildet 

Am) „ A {m) A lm) A im > 

yl — -i t /in . . . /•„, , 

so besteht zwischen diesen und der Determinante A von F die Relation 

und diese beiden Determinanten sind, wenn man A m nach dem Multiplications- 
theorem entwickelt, von Glied zu Glied identisch. Die Rechtfertigung dieser 
Behauptung ist leicht. Setzt man für die nach dem Multiplicationstheorem 
entwickelte Determinante A m : 

so hat man zur successiven Bildung der Hj? wegen der Identität A r = A.A r ~' 
die Formel 

*i? = f AM'". 

Führt man andererseits die Operation J an F r _, = ££A*~ l \nk aus, so wird 
<SF r _ t = <)2£AVm> = f f M^H^^C*)}. 
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Hierin isl der Coefficient von 17, »j, 

£A[ t ) Ai l -\-£Ä[ t ) A a = 22!A l rl * A iky 

weil beide Summen links dieselbe Bedeutung haben und A\ V = isl. Nun 
isl aber <TF,_, = F, und der Coefficient von in F r ist 2vi^ also 

Wir hoben somit für die Bildung der A™ dasselbe Gesetz gefunden, 
wie oben für die 8»/, woraus in Verbindung mil der Bemerkung, dass 
A™ = Sil'/ = A tX isl, die behauptete Identität 

A Kl = 

folgt. 

Dieses Bildungsgesetz zeigt auch, dass die dieselben Grössen 

sind, welche Herr Borchardl*) unter der Bezeichnung äff benutzt, um die 
Discriminonte und die übrigen Ausdrücke, von deren Zeichen die Realilfit 
der Wurzeln der Gleichung 

o n — l o„ ... o u 

<hi <hj— *■ • • • <h» _ q 

0,| «,i ... o.„ — Ä 
abhängt, in die Summe von Quadraten zu zerlegen. Diese Form isl genau 
dieselbe, welche unsere Gleichung (^) = 0 in dem jetzt vorliegenden Fall 
annimmt, wo F„(u t ,«„...«.+,) = + + • •• + •£• 

Nehmen wir statt der Gleichung (2.) die aus den reeiproken Functionen 
beider Seiten gebildete 

1 IP H* IP 

so erhalten wir aus ihr nach dem obigen Bildungsgesetz die Gleichung 

wo die et';* ebenso aus den a w gebildet sind, wie die Atf aus den A, x . Da 
ff* 

aber die reeiproke Function von 2l~H? ist, so wird auch 

*) Bd. 30 dieses Journals und Bd. 12 des Ltotiotf/eschen Journals. * 

3* 
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die reciproko Function von F m (r tl , 7j 2 , ... rj n ) sein, d. h. es isl c*"* der Coef- 

ficient von Atf in der Determinante yl<- } = S±A l u ) A^ ) ...AiZ ) . 

Es hält dach diesem nicht schwer, anch diejenigen Functionen der rj 
zu bilden, welche in transformirt werden, wenn xW irgend eine 

rationale Function von X ist. Für #(A) = A*" haben wir nach dem Vorigen: 

Soll die lineare Substitution (3.), welche die Gleichungen (1.), (2.) 
identisch erfüllt, auch die Gleichungen 

(4.) F m (ti l it h ,...ti m )=2Aw ^ = 17 w+k in, 
(5.) r m (n l ,yu--v.)=zAir ) wi=K m H?+iT m w+...+irH: 

zu Ideutitaten machen, so müssen die Grössen Äff die durch Entwicklung 
der Determinante 

A m — i An Avj. . . A mn ] m = A\\ ^ A n * • • • A\,J 

bestimmten Werthe haben, während 

„<-> 

' l A" 

ist, wo die a<" } die Unterdeterminanten von A im) bedeuten, oder man be- 
stimmt die o ( ,7 l aus der Entwicklung 

[i-± «„«„... <*..]- = Z±*[: ) <&\..a™. 

Wenn man in (4.) für m die Zahlen 0, 1, 2, ... m setzt, die so er- 
haltenen Gleichungen mit Constanten k m , Jfc„_i, . . . A,, A,, mulliplicirt und alle 
addirt, ferner mit der Gleichung (5.) ebenso verfährt, so erhält man: 

Soll die Substitution (3.) auch die Gleichungen 

(6.) ZC.tw = xHJH? +-+x(k)h:, 
(7.) 2D* n .ni = xQ ; )W+x({)h;+:.+x(! : ) H ' 

erfüllen, wenn 

XW = £k^ = A, 1 X-+* 1 i-»+...+*_,X-f k m , 
muss ^ 

V,i = 2 k m _ t A xl , D m i = 2 &„_ 

sein, wo A% = A* 9 ^C = 1, 47 = 0. 

Mulliplicirt man die Gleichung (1.) mit einer constanten Grösse * und 
subtrahirt sie von (2.), so erhält man die durch (3.) identische Gleichung 

• (8.) XiA.a—BJti.m = (*,-t)Ä? + (l,-i)# + ...+(l 11 -«)J!?, 
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in der Ä„ = l, B gl = 0. Dieselbe geht aus (2.) hervor, wenn wir dort 

(9-) A„ in — e und A, in X<— * 
verändern. Diese Vertauschungen dürfen wir auch in allen andern durch (3.) 
identischen Gleichungen vornehmen, weil die Substitution (3.) sich nicht Ändert, 
wenn (8.) an die Stelle von (2.) gesetzt wird. 

Durch diese Veränderungen (9.) geht die Determinante A über in 
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welche aus -A hervorgeht, wenn man A = « setzt. Die Grössen a tk werden 
zu den Unterdeterminanten -si Ml (*) von — und somit heisst die aus den 
reciproken Functionen beider Seiten von (8.) gebildete Gleichung 

welche immer noch Folge der Substitution (3.) ist. 

Legen wir hierin den e verschiedene Worthe c a , < 3 , ... *. bei, mul- 
tipliciren diese mit Constanten A,, Ä,, . . . A. und addiren alle, so entsteht 
eine neue Gleichung, in der der Coofficient von Ui aus einer Summe von 
Termen y-^ — besieht, also einem rationalen Bruch der Grösse l k gleicht. 

Dies giebt don Satz: 

Soll durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 

(10.) *c. iMj = ^ + f^ + ... + ^* 

erfüllt werden, wenn und %W ganze Functionen sind, letztere von 
höherem Grade wie erstere, und in Partialbrüche zerlegt 

»(*) _ ' V 

ist, so muss, vorausgesetzt alle t seien verschieden, 



sein. 
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- 

Wird ^(Ä; = 0 durch r gleiche Wurzeln f befriedigt, so kommt in 
der Zerlegung von in Partialbrüche die Reihe 

k k k k 

_Ü! L. "» J U. ZL — V- n _l 

X- ( ^(\- t y • ' (i-O r (*-<)' 
vor. Wendet man nun die Vertauscbung (9.) auf (7.) an. so entsteht eine 

Gleichung in der der Cocfficienl von H k diese Form J2T^— hat und dies 
ist in die obige Enlwickelung einzuführen. 

Ist endlich der Grad von w höher als der von /, so kann man ^~ 

Z f J-J 

entweder in eine ganze und eine gebrochene Function zerlegen, deren Nenner 
von höherem Grade ist als der Zähler, und für diese die entsprechenden 
Formen bilden, oder man nimmt zuerst die reeiproken Functionen, in denen dann 
der CoefCcient von H k gleich wird, und kehrt von diesen zu den ur- 
sprünglichen zurück. Ebenso enthält auch die Gleichung (10.) für den Fall, 
dass = 1 wird, die reeiproke Function von (6.), wenn in beiden 
Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. 

Die hier entwickelten Formeln lassen sich in derselben Weise fflr den 
Fall bilden, wo w 7 , ... •».+,) wie in §. 2 eine beliebige quadratische 

Form bedeutet, nur werden dann die Coefficienten der Functionen F„(iy,, r yl , ... r„) 
und f m (r„, r i{ , ... »j.) complicirter. 

§• 7. 

Setzen wir die W r erthe §. 3 (15.) in die Gleichung (14.) desselben 
Paragraphen sowie in die Gleichung 

ein. so erhalten wir die Differentialformeln 

[ F(dar, , dx t , . . . dx. , — (x, rfx, + x t dx t -\ \- x„ dx„)) 

= -l\^MU-Qd%+... + *£dk^ 
\dx]+dx]+'. + dxl 



welche Folgen der Gleichungen 

(2.) ^'> = 0, ^> = 0, ... A" = 0 
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sind, wenn die Form §. 3 (16.) hat. Ebenso entsteht aus der Gleichung 
§• 6 (4.) 

die DiiTerentiairormel 

(3.) F m (dx t ,dx 1 ,...dx.) = -l|^^+^d^ + ... + ^dAij, 

gflltig für jedes ganze m. 

Es sollen jetzt dio folgenden n-1 simultanen Differentialgleichungen 
inlegrirt werden: 

dx] + dxl+~ + dxl = 0, 
F(dx„da l ,...dx m ,-(x l dx l + x 1 dx l + --- +x n dx m )) = 0, 
f 2 (</x,,dx J ,...rfa:J = 0, 
F, (</j?i , dx, , . . . </x„) = 0, 

F a _ i (dx i ,dx l ,...dx.) - 0, 

welche sämmtlich von der ersten Ordnung aber vom zweiten Grade sind und 
worin ganze Functionen der x die Coefficienten der Differentiale bilden. 

Transformiren wir diese Gleichungen mittelst der Substitution (2 ), so 
gehen sie nach (1.) und (3.) in das System 

(5.) 2±di\ = i\ £^-dl] = 0, ... Z^dli-^O 
k L,k * * Li- 

nker, wo die Summen übor die Zahlen 1 , 2, . . . n für k auszudehnen sind, 
und dieses lasst sich sowohl in transcendenter, wie in algebraischer Form 
integriren, wenn man den von Jacobi im 24"'" Bande dieses Journals zum 
Beweise dos ,46e/schen Theorems angewandten Weg einschlägt. Man führe 
z« dem Ende eine neue Variabele / ein mittelst der Gleichung 

(4'.) 4F ( ,_ 1 (</x I ,rfx 1 ,...</x„) = (-i)'dt\ 
welche durch die Substitution (2.) wegen (3.) in 

(6.), £^dH = (-l)-rf/ 1 

übergeht, und erinnere sich, dass der Ausdruck 

AI *=" Ai 
f TT = »?, (A,-A t )(A t -A0...(A*-.-A t )(A» +I -A 4 )-(A--^) 

identisch verschwindet, so lange i<»— 1, dagegen =(— 1)— 1 wird, wenn 
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i = u— 1. In Folge dessen werden unsere Differentialgleichungen befriedigt. 



(7.) 
dl« 



dt 



setzt. Diese Werthe von -~ genügen aber auch den Gleichungen 



sobald den Wurzelgrossen dieselben Vorzeichen, wie in (7.) gegeben werden, 
so dass sie die Gloichungen (5.) und (6.) ersetzen. Da die Variabein sepa- 
rirt sind, findet man aus ihnen durch Integration 



,8.) 



a -y 



- f l > M > 



+• 



■+y 



dK 



als vollständige Integrale von (5.) und (6.) oder (4.) und (4'.) mit den n 
willkürlichen Constnnlen /*,„ /?,, ... /?„_,, t, während die ersten «-1 Glei- 
chungen die Integrale von (5.) oder (4.) geben. 

Die unter dem Wurzelzeichen in (8.) auftretende Grösse L t ist eine 
ganze Function von ). t vom Grade w, deren Linearfactoren in dem hier be- 
trachteten Fall nach §. 4, alle reell und verschieden sind. Die Gleichungen 
(8.) enthalten daher Abelschc Integrale erster und zweiter Gattung, und zwar 
die ersten v— 1 Gleichungen solche erster Gattung, wenn n = 2y + 2 oder 
= 2r+1. 

Um die algebraischen Integrale zu finden, hat man genau das Jacobi- 
schc Verfahren anzuwenden, indem man von dorn System (7.) ausgeht, ich 
führe daher nur das Resultat an. Setzt man wie in §. 5 

lk = (91- l t ) {91- lt)... ig- lt) 

und 



so wird 

(9-) 



A (9.) = )'(g t - ii) (g, - *«) , 

j f _\\ VL, , VI* VU 
A{9 ^ C*-W + T^H- + " ,+ ( ft -4.)4 



j = Const. 
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ein Integral der Gleichungen (5.), woraus wir die vollständigen Integrale be- 
kommen, wenn wir für g t irgend w — 1 der « Wurzeln von L—0 nehmen. 
Hierin sind die X mittelst der Gleichungen (2.) wieder durch die x zu er- 
setzen, um die Integrale des vorgelegten Systems (4.) zu erhalten, und diese 
Operation ist ausführbar, weil die Integralgleichung (9.) in Bezug auf Ä,, 
ilj, . . . A, symmetrisch ist. 

Da die Vorzeichen in (7.) ganz willkürlich sind, dürfen wir auch in 
den Gleichungen (8.) und (9.) die Vorzeichen der Quadratwurzeln ganz will- 
kürlich wählen. So erhalten wir aus den «— 1 Gleichungen ^9.), indem wir 
alle Zeichencombinationen bilden, 2" 1 Gleichungensyslcme von je »—1 Glei- 
chungen. Denken wir uns andererseits die Gleichungen ^5.) nach den »—1 
Verhältnissen der dl aufgelöst, so erhalten wir auch für diese 2* _l solche 
Werthsysleme, da alle Gleichungen vom zweiten Grade sind. Die gefundenen 
Integralgleichungen (9.J und ebenso die transcendenteu (8.) geben daher die 
vollständige Lösung der vorgelegten Differentialgleichungen. 

Ganz in derselben Weise wie hier kann man verfahren, wenn statt 
dos Systems (4.} irgend I andere Differentialgleichungen vorgelogen hätten, 
sobald dieselben vor Einführung der Werthe §. 3 (15.) in der transformirten 
Forin aus 

l'iXßi) % X ( l,) • • • + V mX ( k„) Hl 
hervorgehen, wenn für t irgend »— 1 auf einanderfolgende Zahlen gesetzt 
werden, immer wird man wie % oben die vollständigen Integrale in transecn- 
denter Form finden können, indem nur die Gleichungen (7.) andere Gestalt 
annehmen. 

Kiel, April 1865. 
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Beitrage zur Theorie der Variation der einfachen 

Integrale. 



hängige Variabio enthaltenden Integrale einen Weg geschaffen hat. auf welchem, 
sobald die Bedingung für das Verschwinden der ersten Variation erfüllt ist, 
die Criterien für das algebraische Vorzeichen der zweiten Variationen gefunden 
werden können*), ist das Streben verschiedener Mathematiker dahin gerichtet 
gewesen, die von Jacobi ohne Beweis aufgestellten Principien zu begründen, 
vollständig durchzuführen, und auf allgemeinere Fragen der Variationsrechnung 
auszudehnen. Beweise jener Principien haben die Herren Delattnay, Heine, Min- 
ding und andere**) geliefert. Herr Spitzer richtete sein Augenmerk auf die 
definitive Gestalt, in welche die zweite Variation des betreffenden Integrals durch 
die successiven Jaeo6«'schen Transformationen übergeht***). Die Schwierig- 
keit, welche hier noch zu lösen blieb, bestand darin, aus den bekannten Par- 
ticularlösungcn einer gewissen linearen Differentialgleichung ein specielles 
System von Lösungen zu bilden, das jenem Zweck der Umformung entspricht, 
und Herr Spitser suchte die Bedingungen, denen dies specielle System ge- 
nügen muss, auf das Sorgfältigste zu erforschen. Tiefer noch drang Herr 
Hesse in die Natur dieser Bedingungen ein. und stellte dieselben zuerst all- 
gemein als eine recurrirende Folge von Gleichungen dar-}-). Herr Ciebsch 
unterwarf die Variation der einfachen Integrale, in denen mehrere abhängige 
Variable vorkommen, eiuer Untersuchung, und erlangte die zur Entscheidung 
des Maximums oder Minimums geeignete Transformation ihrer zweiten Va- 
riation ++). Diese Transformation setzt wieder voraus, dass aus den bekannten 
Particularlösungen eines gewissen Systems von linearen Differentialgleichungen 
ein besonderes System von Lösungen gebildet werde, dessen willkürliche Con- 

*) Bd. XVII, pag. (58 dieses .Journal«. 

**) Bd. VI, pag. 209 des Lio«eitfeschcn Journals. Bd. MV, pag. 68, Bd. LV, 

pag. 300 diese* Journal*. 

***) Sitzungsberichte der Wiener Academie vom Jahre 1854, pag. 1014. 

t) Bd. LIV, pag. 227 dieses Journal*, 

ff) Bd. LV, pag. 254 und pag. 33j diese» Journals. 



(Von Horm R. Liptchitz zu Bonn.) 
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Staaten gewissen Bedingungen genügen müssen. In dem ersten diesen Gegen- 
stand betreffenden Aufsatze werden diese Bedingungen in einer einfachen Form 
dargestellt, die aber ausser den willkürlichen Constanten noch andere Elemente 
enthält, und nicht die Lösung der Aufgabe gestattet, jene Constanten durch 
eine angemessene Zahl unabhängiger Conslunlen auszudrücken. Der zweite 
Aufsatz behandelt diese Aufgabe mit Hülfe des Mittels, dass die Variation des 
einfachen Integrals nach der Analogie der Untersuchungen von Hamilton und 
Jacobi über die mechanischen Probleme auf die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung reducirl wird. 

Im Laufe einer Untersuchung, die einen nndcren Gegenstand betraf, 
kam ich zu einem Problem der Variationsrechnung, desseu besondere Verhält- 
nisse mir die Vermuthung erregten, hier müsse sich jene Transformation der 
zweiten Variation unmittelbar und vollständig durchführen lassen. Ein näheres 
Eingehn auf diese Frage lehrte mich, dass dieselbe für eine umfassende Gat- 
tung von Integralen einer allgemeinen und einfachen Beantwortung fähig ist. 
Zu dieser Gattung gehören einfache Integrale, bei denen beliebig viele von 
der Integrationsvariable abhängige Grössen und beliebig hohe Differentialquo- 
tienten derselben vorkommen; doch gelten die Einschränkungen, dass zwischen 
jenen abhängigen Grössen keine Bedingungsgleichungen gegeben sind, ferner 
dass die höchsten vorkommenden Differentialquotienten von jeder derselben alle 
von derselben Ordnung sind, und endlich dass wenn man die Function, deren 
Integral variirt werden soll, nach jenen höchsten Differentialquotienten zweimal 
partiell differentiirt und aus diesen zweiten partiellen Differentialquotienten die 
Determinante bildet, dieselbe nicht identisch verschwindet. Wie ich hoffe, 
wird die mitzuteilende Untersuchung die eingeführten Beschränkungen als 
naturgemäss erscheinen lassen: des vollkommeneren Zusammenhangs wegen 
habe ich mir erlaubt, die Darstellung von den Grundlagen der Variationsrech- 
nung aus zu beginnen und für einige der schon bekannten Resultate neue 
Entwicklungen zu geben. 

$. 1. 

Es seien y,, y,, . . . y„ zu bestimmende Functionen der unabhängigen 
Veränderlichen x, und es sei f eine gegebene Function der Grössen x, y,, 

, ... y„ und der Differentialquotienten = y.,» , wo a die Zahlenreihe 

1, 2, . . ö und b die Zahlenreihe 1, 2, . . . », wie in dem folgenden durch- 

4* 
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gehends. durchlaufen soll, dann slelH das zwischen den feslen Grenzen p und 
q genommene Integral 

fl.) y = j "ftx^^y,,.. .y„,y,.,,. ..y,,,,, ... jf,.., ...y 0 ,.)rfx 
p 

die Gattung von Integralen dar, deren Variation gegenwärtig untersucht wer- 
den wird; doch muss die Function f noch die Bedingung erfüllen, dass die 
aus den partiellen nach y 4 ,„ genommenen zweiten Diflerenlialquolientcn von / 
gehildcte Determinante 

( ,., j = v ± , °v , «'< 

nicht identisch verschwindet *). Denkt man sich in die Function f statt 
den Ausdruck jy 4 4-*tF 4 suhslituirt. in welchem f eine kleine Grösse, ir„ eine 
unbestimmte Function von x bedeutet, und nennt bei der nach Potenzen von 
* anzustellenden Entwickclung das Aggregat der in t und in * ; mulliplicirlen 
Glieder beziehungsweise *</> und so verwandelt sich das Integral V bei 
Vernachlfissigung der Glieder von der Ordnung in das Aggregat 

(3.) Y+tJ '<fdx + r/ 'Vrfx. 
p p 

Damit nun Y ein Maximum oder Minimum werde, muss seine erste Variation 

tj \ dx gleich Null werden, und seine zweite Variation 2t*J 'ydx ein festes 

p p 

negatives oder positives Zeichen haben. Da durch die Aenderung von y, in 

t/,+fir 4 der DifTercntialquotient in den Ausdruck jj l f "^r = y«,i-f 

übergeht, so ist <y eine homogene lineare Function der (n + Vo Grössen 

T K oy„ oy t>l *'* dy t , u 

zu deren Transformation Lagrange die Gleichung 

of , df . tff 

i4 '' HIK&+"--h-^£>- 

I- J£T |/ r ..!^i IP. + l'Vta-» «Vi + — ^«.-»...-i I 



*) In dem von Jacobi behandelten Fall, wo e — I ist, füht diese Determinante 
in den Ausdruck , ° { über. 
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aufgestellt hat. Die Grössen F, %u _ t haben die Bedeutung 

Das Verschwinden der ersten Variation if\dx hat nun vermöge der Glei- 



chung (4.) zur notwendigen Folge, dass die Grössen y,, y 2 , . . . y 0 das System 
von Differentialgleichungen 

dy. «te**., h ^ 1 Ar" dg.,. U 
befriedigen müssen, und wir fügen die Voraussetzung hinzu, dass die Grössen 
te 4 , «r 4> , , . . . «Y„-i durch die Substitutionen x — p und x = q gleich Null 
werden sollen. 

Um der zweiten Variation 2ty' i tf>dx eine Gestalt zu geben, welche 

p 

das algebraische Vorzeichen ihres Werthes sicher zu erkennen gestattet, soll 
die Function «/', welche als homogene ganze Function zweiten Grades von den 
(n + \)a Grössen «v «Y», • "Y. auftritt, als das Aggregat einer homogenen 
ganzen Function von o unabhängigen Elementen, und des nach x genommenen 
Differentialquotienten einer homogenen ganzen Function der Grössen ... 
ff (i ,_! dargestellt werden. Zur Erreichung dieses Zweckes kann man nach 
Jacobis Vorgang ein gewisses System von linearen Differentialgleichungen ver- 
wenden, das mit dem System (6.) in innigom Zusammenhange steht. Wenn 
das System (6.), das von der Ordnung v sein möge, vollständig inlegrirt ist, 

und die Constunten der Integration mit c, c, . . . c bezeichnet werden, so gilt 

y 

für eine beliebige von diesen c die Gleichung 

wo, durch die Substitution w t - tc tt = die Function w in u>( -^L\ 

oc bc \ de ) 

übergegangen ist. Es bezeichne nun *, ein neues System von Grössen, bei 

denen wieder = gesetzt wird, und es verwandle sich durch die Glei- 
chung tr a = i t die Function y/ in «/' »), dann folgt aus der Differentiation des 
Systems (6. ; nach der Conslante c mit Hinzuziehung von (7.), dass das System 



30 Li pt chils, Beiträge zur Theorie der Variation der einfachen Integrale. 
von linearen Differentialgleichungen 

ü* 4 dX 0*8,1,1 «IX" OS,.» 

welches wie 6.) von der v"" Ordnung ist. durch die Gleichungen 

(8.) *. = ^ 

befriedigt, und wenn k für y = 1, 2, . . . i' beliebige Constanten sind durch 
die Gleichungen 

(9.) 

allgemein integrirt wird. 

Die für das Folgende wesentlichen Eigenschaften dieser Grössen i, 
lassen sich dadurch erkennen, dass man die Gleichungen (4.), in denen die 
Grössen y M jf»* ••• y.. dem System v 6.j entsprechend bestimmt, die Grössen 
te,, ... «„ aber vollkommen unbestimmt sein mögen, nach einer Con- 

Y 

stante c differentiirl. Wird die Tür ein beliebiges Grössensystem « 4 = u? 4 gel- 
tende Bezeichnung 

(.0.) *,,_.(.) - ^-i ga + ... + (-.r.^ *g> 

eingeführt, so liefert jene Differentiation die Gleichung 



Sobald man diese Gleichung mit derConstante K multiplicirt und nach y von 
1 bis v summirl, so entsteht die Relation 

(11-0 ^ *. + •••+ ^«Y. = + 

in welcher der Werth s 4 nach (9.) gleich ^i^y ist. 

6c 

Von dieser Relation 11".} wird nun ein zwiefacher Gebrauch gemacht 
werden. Erstens setze mau die unbestimmten Grössen = *„ und 
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nach a von 1 bis a; dann stellt die linke Seite von (11".) nach einer Grund- 
eigenschaft der homogenen Functionen zweiter Ordnung gerade den Werth 
2y(a) dar, die rechte Seite ist ein vollständiger Differentialquotient. Mit- 
hin kommt 

(12.) 2u>;*} = ^^U^-.(*J^ + --f-^ ( .(«)^,-,)- 

Zweiten! werde statt der Grössen «?„ ein System von Grössen ©, eingeführt, 
welches die Gleichungen (T.) befriedigen soll und vermittelst eines neuen 

Systems von Constanten Z durch die Gleichung t> t ~2 y £^ dargestellt wer- 
de 

den kann. Alsdann dürfen in (ll a .) die Grössen e 4 mit den Grössen * 4 ver- 
tauscht werden, und es gelten die beiden Gleichungen 

Subtrahirt man die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen be- 
ziehungsweise von einander und summirt die Differenzen nach dem Buch- 
staben a, so hat die Differenz der linken Seiten nach einer Grundeigenschaft 
der homogenen ganzen Functionen zweiter Ordnung die Summe Null, und es 
entsteht die Gleichung 

( 14 -) 0 = di S * (*••*--» (»)••-*■.'-•(«) »• + '•• + *.,.(«>) ».,-t). 

Dieselbe kann unmittelbar integrirt werden und liefert so die neue Gleichung 

(15.) -S.Um-I W («0 ». + -+/.,.(*>..-. -X.,. (f) = ConSt. 

§. 2 

Ehe die so eben angestellten Beobachtungen für die Transformalion 
der zweiten Variation des Integrals V verwerthet werden, scheint es ange- 
messen, die mit der Zahl v bezeichnete Ordnung des Systems von Differential- 
gleichungen (6.) näher ins Auge zu fassen. Diese Ordnungszahl hängt von 
den Gliedern ab, welche die höchsten Differentialquolienlen der Grössen y n 
y,, . . . y„ enthalten. Da nun die linke Seite der Gleichung (6.) aus dem 
Ausdruck F M ._, hervorgeht, sobald fc = 0 gesetzt wird, so wollen wir all- 
gemein die Aggregate von Gliedern angeben, welche in F,,,„_» die höchsten 
nämlich (2» - b)"" 'Differentialquotienten der y n y 2 , ... y, enthalten. Es sind 
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abgesehen von den Factor -1 ^* die Ausdrucke 

w Ahrend bei b n 

16' F = ^ 

ist, Setzt man also in 16., t = 0 und saccessive i — i . 2. ... <». so hat 
man die Glieder, welche in der Gleichung 6 die höchsten Differentialuuo- 
tienlen der g,. g,. ... jr, involviren. Jetzt gilt die Bedingung, dass die aus 

den zweiten partiellen DiflVrentialrjuolienten -= — — wo a' wie a von 1 

bis n gehen, gebildete Determinante J nicht identisch verschwinden darr. Des- 
halb kann nie der Fall eintreten, dass bei dem System von Differentialglei- 
chungen 6., die Factoren von irgend einem der Differentialcjuolienlen 

dx " ' <Lr*' ' • * dr - 
in jeder der a Gleichungen gleich Null werden, und daher ist das System 
Differentialgleichungen nothwendig von der Ordnung i ' = 2na. 

Behufs der Transformation der Function «/' mögen jetzt na Systeme vo« 
Grössen w, gebildet werden, die für a t gesetzt die Gleichungen v 7".) befriedigen; 
hier soll ß ^ 1, 2, . . . na und -~ = u t t sein. Durch die Gleichung 

(17.) w 4 = 2,n t g 



stelle ich dann die Grössen tr t als lineare Functionen von na neuen Grössen 

g dar, erhalte aber für die letztern na — a Bedingungsgleichungen, indem ich 
die Forderung ausspreche, dass die nach x genommenen Differcntialquotienlei 

der *>, bis zum n-i j wn einschliesslich nur die Grössen g und keine Dif- 
ferentiulquotienten derselben enthalten sollen. Dies giebt die Belationen 

I «V, =^,*v,i, 0 = ^«.-^. 
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Der Differentialquotient «?„,, nimmt dann diese Gestalt an: 

(18.) ,: = 

Wenn man jetzt zunächst in die Function y statt der Grössen ir„, . . . 
«?„„_, die in (17.) und (17".) gegebenen Ausdrücke, statt der Grösse w i m aber 
den Ausdruck $, aus (18.) einführt, so möge daraus der Ausdruck V hervor- 

gehn. Giebt man hier den Grössen g für einen Augenblick die Bedeutung von 
Conslanten, so leuchtet es ein. dass der Ausdruck V auch dadurch aus der 

Function y< entsteht, dass man statt der Grössen ip 4 ein System von Auflösungen 

ß ß 

der Gleichungen (17".) suhsliluirL welches die Form w a = 2 fi u t g besitzt und die 

Gleichungen w i% = S fi 'ujg für b = 1, 2. . . . » zur Folge hat. Unter dieser 

momentanen Annahme tritt die Gleichung (12.) in Kraft, in welcher 

ß ß ß ß 

*•.» = — 0f *■,?.-» '» = - 2 >/a.:.-»!»sr 

zu setzen ist. Weil aber die Function V dieselbe Gestalt behält, mag man sich 
ß 

die Grössen g mit x veränderlich denken oder nicht, so gilt die Gleichung 

ß ß ß ^ ß f ß ß 

(19.) 2f = ^^.{^/..^.(•)y^«. i 7+--- + ^,(«)^-2 , ij t» 4j .-.^}, 

/» 

welche aus (12.) entstanden ist, für ganz unbeschränkte Werthe der g, sobald 
man nur auf der rechten Soite die angedeutete Differentiation nach x ausführt, 

ohne die Grössen g als veränderliche zu behandeln. Man erreicht aber den- 

selben Zweck, indem man zuerst die Grössen g als Functionen von x be- 
trachtet und dann die zu dem früheren Ausdruck des Differenlialquotienlen 
hinzukommenden Glieder durch Hinzufügung von Gliedern gleichen Wertbes und 
ungleichen Zeichens vernichtet. So erhält man aus (19.) die neue Gleichung 

- 

,i ß ß ß ß ß ß ß ß 

(20.) ( - je-. 5-2r^..^_. (S)«!^^ ^ h — i- -z,.ar..- ( ^> i.— . ^ } 

/ i * da P f da " \ 

( - 2. \S flX ^-i iß) ■£ Z t1 u t g + • • • + Sfa («) -£ Z ß , 1 • 
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(22.) 



Die Einführung der Function V macht es nun möglich, die Transformation der 
Function uu wenn ich so sagen darf, in vollkommener Durchsichtigkeit aus- 
zuführen. Um yf aus V zu bilden, Iflsst man die Werlhe von tr 4 , u>.,, ... 

ungeandert und setzt nur an die Stelle von £ 4 den zweigliedrigen Aus- 
druck u t -f t ia = . W eil aber die Grössen in V nur in der ersten und 
zweiten Potenz vorkommen, so hat man in aller Strenge die Entwicklung 

(21.) 2* = 2V+2Z.ifv. + Z t Z t .JW-W,, 

wo a und a' von 1 bis n gebn, und es Iflsst sich bewirken, dass der Ausdruck 

2^4-22',-^»,, gleich einem vollständigen Differentialquotienten wird. Aus 

ß ß 

den Gleichungen (17".), (18.), i20.) und der Gleichung -j^- = ^x^A y J9 
wird leicht die Relation 

1 A ß ß ß ß ß ß fl ß 

i P dg ß P ß da ß ß i 

- * a \X ß X^-i {*) g" 2 P «>9 + ' ' • + 2-ßX»,- (*) -2> ] 

abgeleitet. Erinnert man sich nun der Gleichung (15.), so ist klar, dass wenn 
für jede zwei au 9 der Reihe von 1 bis na genommene diverse Zahlenwerthe 
ß und ß 1 und für einen einzelnen Werth von x die Gleichung 

(23.) -£- a (pr- ? - , («) » («) 2a+ • ♦ • H-^f... = 0 

gilt, dieselbe Gleichung für ein indefinites x richtig bleibt. Wir legen jetzt 
den Grössensysteraen u t die Bedingung auf, die Gleichung (23.) in dem an- 
gegebenen Umfange zu erfüllen (wo dieselbe die Anzahl von wg ^l i) Glei- 
chungen reprfisentirt) ; dann verschwindet auf der rechten Seite von (22.) die 
zweite und die dritte Zeile, und 2 x F+22 t r u wird in der That gleich 
einem vollständigen Differentialquotienten. Hiermit geht die Gleichung (21.) 
in die folgende Gestalt über, welche die gewünschte Transformation der Function 
y darstellt: 



(24.) 



igmzea Dy 
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Denn man erkennt sofort, dass 

_d^P d> d*f 

6&ö& ~ öw tm dtc,-,n ~ 

ist 

ß 

. Um die Grössen g durch die ursprünglichen Elemente des Variations- 
problems auszudrücken, hat man sich des Systems von linearen Gleichungen 

ß ß 

ir. - 2 fl u t g, 
\ ß f 

,25.1 ] "* , = S ': H ": 9 : 



' ß ß 



zu bedienen, und zur Darstellung von t; t der Gleichung 

ß 

i26.) t u = w^-S^.g. 

ß 

Da also die Grössen g lineare Functionen der Grössen ip 4 . it 4 I , . . . «>,,,,,_, 
werden, so sieht man leicht, dass bei der Einführung des Werthes von y aus 

(24.) in die zweite Variation 2t* J \>dx der ohne Integralzeichen darstellbare 

p 

Theil des Ausdrucks verschwindet, weil nach der oben erwähnten allgemeinen 
Voraussetzung die Grössen w t , «p a> i, . . . tP t ,*-* für x — p und fftr x — q den 
Werth Null erhalten. Mithin kommt die Gleichung 

(24-.) 2/Vrf* = f<Z^.,J^r u r„äx. 



§• 3. 

Die so eben abgeleitete Transformation beruht auf der stillschweigenden 
Voraussetzung, dass Systeme von Grössen w, aufgefunden werden können, 
welche für einen besondern Werth x„ von x die vorgeschriebene Bedingung 

ß /»• ß ß ß- ß' ß • 

(23.) J? t (/«,,._, («: u t - x t .u-i («>. + ••■ + *«,.(«'>..— i ~X«,» Jr = 0 

erfüllen, und bei denen die zur Auflösung de? Systems (250 gehörige De- 
terminante aus den Grössen »..,_, nicht verschwindet. Denn nur, wenn diese 
Determinante nicht gleich Null ist, werden die Grössen g bestimmte lineare 
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Functionen der Grössen «>„.„_,. Gegenwärtig werden wir uns mit 

der Aufgabe beschüßigen, die allgemeinsten Systeme ton Grossen w„ zu er- 
mitteln, die den angegebenen Forderungen Genüge leisten. 

Um zunächst den besondern Werth x„ von x vortheilhaft auszuwählen, 
erinnern wir mt die durchgehends gellende Voraussetzung, dass die aus den 

Grössen — gebildete Determinante J nicht identisch verschwinden 

darf. Weil diese Grösse nur die «"", das System von Differentialgleichun- 
gen fb'.l aber die 2»"" Differentialquolienlen der Grössen y,, y 2 . . . . y a als 
die höchsten enthält, so kann auch die vollständige Integralion des Systems (0.) 
niemals allgemein die Gleichung ./ = 0 zur Folge haben. Man darf daher 
immer zwischen den Grenzen des Integrals 1 den Wertb x u so annehmen, 
dass für denselben der Werth J{0) von J nicht gleich Null ist. Bezeichnet man 
nun die Werthe der Grössen y,, y : , ... y„ und ihrer sämmtlichen Diffferential- 
quotienten bis zum (2«-1)"" einschliesslich für x = x„ beziehungsweise durch 

27 |y,(0), y i{ 0), ...y^O); . y 1( ._,(0 . y,._,(0), ... ^.,(0); 
} y,,.ß;.y^ [ Q:,...y oA 0y, ... Sf^-uO).^,^),...^,^;, 

so bilden diese 2no Grössen offenbar ein vollständiges oder unabhängiges 
System von Integrationsconstanten der Gleichungen (6.). 

Aus diesem System lässt sich dann ein zweitos unabhängiges System 

von Integrationsconstanten herleiten, das zur Bildung der gesuchten Grössen tt t 
vorzugsweise geeignet ist. Es mögen die durch die Gleichung (5.) definirten 
Ausdrücke F a( j._ b , wenn man in denselben statt der Grössen y,, y 2 , ... y g 
und ihrer Differentialquotienten, die bis zur (2*— IV"" Ordnung sich erheben, 
die für x — x„ eintretenden Werthe (27.) setzt, in die Ausdrücke F aI ._ fc (0} 
üburgehn: so haben wir ein solches System in der Reibe von Grössen 

i F ,. (0 j , F v (0) , . . . F„ . (0) ; . . . F ltM (0) , F 2 , 3 „_, (0) , . . . F 0 ,^, (0). 

Um zu beweisen, dass diese Grössen in der Thal ein System von unabhän- 
gigen Integrationsconstanten der Gleichungen (6.) darstellen, ist es nolb wendig 
und ausreichend zu zeigen, dass, wenn man die Grössen (28. ) als Functionen 
der Grössen (27.) betrachtet, die Functionaldeterminante der erstem in Bezug 
auf die letztem genommen nicht verschwinden kann. Es lehrt aber eine ein- 
fache Ueberlegung, dass, da die erste Zeile in (28.) mit der ersten Zeile in 
(27.) identisch ist, und da die zweite Zeile in (28.) aus « Gruppen besieht, 
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in denen die höchsten vorkommenden Diflerenlialquotienlen der y,, y 3 , . . . y„ 
successive von der ... (2»— 1)" B Ordnung sind, bei der Bildung dieser 
Funclionaldeterininante nur die Ausdrücke von wesentlicher Bedeutung sind, 
welche in F.^» die (2»— fc)"° Differentialquolientcn der y,. y,, ... y 0 ent- 
halten. Aus der gleichartigen Gestalt dieser Ausdrücke, welche in (16.) und 
(16".J dargestellt ist. ergiebt sich für die betreffende Functionaldelerminante 
der Werth (^(Oi)". Weil nun der Werth 4{0}. bei uns immer von Null 
verschieden ist, so gilt von dem Werth der Funclionaldeterminnnte das gleiche, 
und gerade das sollte gezeigt werden. 

Von nun ab wird angenommen werden, dass die Conslanten (27.) duroh 
die Conslanten (28.) ausgedrückt sind, und dass also bei der Integration des 
Systems (6.) die Grössen y,, . . . y„ durch x und durch das System von Con- 

stanten (28.) dargestellt sind; um dieselben durch das Zeichen c allgemein 
zu bezeichnen, denke man sich 

(28°.) y fllb _,(0)= c , F t , u _ t (0)= c 

gesetzt. Dann wird für den Werth x = x„ die Grosso y 0tt _, = c und 

•<«-(]■-»)» 

die Grösse F^. t = c werden. Behufs der Bildung des allgemeinen In- 
tegrals der Gleichungen (7".) sei jetzt 

(29 .) % = { J„ % = 

de de. 

und es gehe die Function durch Einführung dieser Grössen in 

X t .2^(U) über. 

Diese Grössen tf t besitzen, wie man leicht einsieht, die folgenden Grund- 

eigenschaften. Erstens wird die Grösse sobald x = x„ gesetzt wird, 

für a = 1, 2, ... o; b = 1, 2 . . . n; y = 1, 2, . . . 2na, den einzigen Werth 
y - a-f(b-l)n ausgenommen, gleich Null, für y -a + (b — i)n nber gleich 
der Einheit. Zweitens wird wegen der Gleichung 




r 

die Grösse /«.j_»(l/), sobald x=x„ gesetzt wird, für a = l, 2,...o; b=l, 2,...n; 
y = 1, 2, ... 2«o, den einzigen Werth y = a-f (2n — b)a ausgenommen, gleich 
Null, für y = o+(2» — b)o aber gleich der Einheit. 
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Es bedeute nun A ein System von 2» : <r Constanten, so hat man für 
die Grössen m t die ganz allgemeine Darstellung 

ern dieselben die Gleichungen 7°.; befriedigen müssen; und in Folge 

Setzt man hier x. = av, so gehn nach den Grundeigenschaften der Grössen V t 
die Ausdrücke rechts in einzelne Constanlen über, und es kommt 

32.) «,>-i = A , X:i—*: H J — A 
Zu Anfang dieses Paragraphen ist darauf aufmerksam gemacht worden, dass 
die aus den Grössen zu bildende Determinante nicht gleich Null werden 

darf. Da aber für x = x,, diese Grotten tick in die Constanlen K eer- 

s« bildende Determinante nickt certckvmdet. Hierauf gestützt kann man die 
Grössen A wie folgt durch die Grössen K ausdrücken 

ftA + (1m-\\9 ß.l 1.1 t—t I ~> 

/jf = Ä i T - -f i , 
33.) 1 K = K x -t r A i, 



/».<■ rl»o r,l »".I /».•<> «K>,M 

A = A x + — (- A" i 



und besitzt die völlige Sicherheil, dass die neuen Grössen l stets eindeutig 
bestimmt sind. 

Vermöge der Gleichungen (32.) geht die zur Einschränkung der n, 
aufgestellte Gleichung (23.), die sich auf den Werth x = x„ bezieht, in die 
folgende über, welche lediglich die Conslanten A enthält: 

ft.t ■ ( ß'.m /?',« ..(Im- l)<l ■ .o l ( — 1)0 ( -»,«+<«-l)«i 

(34.) A A — A A+--+ A A - A A ) = 0. 

Wenn man hier die Constanten A durch ihre Ausdrücke (33.) ersetzt, 
so folgt aus dem Umstände, dass die Determinante au9 den Grössen A 
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He- 
llicht verschwinden darf, mit Noth wendigkeit, dass zwischen den Grössen i 

die Bedingungsgleichung 

B.U' (.',U 

(35.) 1 = 1 
gelten muss, welche w<y ( n ^ — — Gleichungen rcprüsentirt. 

Aus diesen Betrachtungen geht in aller Strenge da» Resultat hereor, 

ß 

dass man den für die Grössen «„ aufgestellten Forderungen in der allgemeinsten 

Weise genügt, indem man erstens für die K ein gan» beliebiges System 
von (na) 1 Wertken nimmt, dessen Determinante nur nicht verschwinden darf, 

weiten* ein System von Grössen i. bildet, das nur an die Beschränkung (35.) 

gebunden ist, vermittelst dieser Grössen i die Conslanten K durch die 

Gleichungen (33.) ausdrückt, und diese Werthe der l? *n die Gleichung (30.) 
einführt. So entsteht der Ausdruck 

(36.)«. = ^ K U t +2^2^ K l U. , 

wo a' und a" von \ bis o, V und b" von i bis n gehn. 



* 4 

Nachdem im Vorigen eine vollständige Bestimmung der Grössen u t ge- 
geben ist, bleibt es übrig, die gefundenen Ausdrücke in die Gleichungen (25.), 
(26.) und (24°.) einzuführen. Um den Ausdruck (36.) handgerechter zu 
machen, werde für (¥ = 1 , 2, . . . na 

ß- ß;*«+{V-\)o t")o ß' 

(37.) U.+ S^ i U. = V. 



und, wo es erforderlich sein sollte, wieder —~ = V,,, gesetzt; dann kommt 



^ -V 



ß /»,«'-H»'-l)o «'^(»'-l)o 

(38.) u t = 2, y K V t . 

ß 

Die Substitution dieser Werthe in (25.) legt es nahe, die g durch neue Grössen 

ß' ß'fi' ß 

(39.) h ZiK g 

Aus (25.) und (26.) wird dann 
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(40.) ("V« = 

und 

(41.) »?, = w^-^V^L 

Die Darstellung der Grössen h aus dem System von Gleichungen (40.) 

fordert die Bildung der Determinante aus den Grössen welche Ä heissen 

möge. Aus der Gleichung (39.) erkennt man aber sofort, dass die Detor- 

ft 

minante aus den Grössen gleich dem Producl von R in die Determinante 

aus den Grössen K ist, welche nicht gleich Null sein darf. Es füllt also die 
zu Anfang des §. 3 ausgesprochene Forderung, dass die Determinante aus den 

Grössen « 4> »_, nicht Null werde, mit der Forderung zusammen, dass R nicht 
verschwinden darf. Aus der Gleichung (37.) und den Grundeigenschaften der 

m, folgt unmittelbar, dass R für x = x 0 , sobald man die sfimmtlichen Constanten 

A = 0 setzt, den Werth der Einheit annimmt. Es handelt sich also darum, 

wenn den * beliebige Werthe ertheilt werden, die Integration von V=/ fdx 

von x,, an nur bis zu solchen Grenzwerthen p und q zu führen, dass innerhall) 
des Bereichs der Integration an keiner Stelle R — 0 wird. Untor dieser Vor- 
aussetzung erhalt man die Werthe 



(42.) 



<3 f'«',»'- i 

welche in den transformirten Ausdruck der zweiten Variation von V 
(24«.) - e /^.^^_,.,.. (fa 

einzusetzen sind. Die Grössen aus denen die jj 4 gebildet werden, können 
vermöge der Relationen (28".) und (29.) auch in folgender Weise ausgedrückt 



Digitized by Google 



Lipschits, Beiträge sur Theorie der Variation der einfachen Integrale. 41 

werden 

(37 °° K = dy 1 .,y! l (P)+ S '">>" .* dF,., 7 i> n (V)' 

Im Anfange der Untersuchung ist die Forderung ausgesprochen worden, 
dass die Function y als das Aggregat eines vollständigen Dißerenüalqaotienten 
und einer homogenen ganzen Function von nur a unabhängigen Elementen 
dargestellt werde, und diese Forderung ist durch die Gleichung (24.) erfüllt 
worden. Denn weil die Determinante J nicht identisch verschwinden darf, 

so lässt sich die homogene ganze Function 2.2..^ — 4 der Grössen 

Sit 5j> ••• ' n e ' n Aggregal von den Quadraten von a unabhängigen li- 
nearen Functionen der Grössen £ 2 , ... §„ verwandeln. Aus diesem 
Grunde besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der 
Ausdruck (24°.) der zweiten Variation des Integrals V ein festes Vorzeichen 

habe, darin, dass die Function 2 a 2 t .-x — ^ | 4 £ 4 . ein festes algebraisches 

Vorzeichen habe. Wenn diese Function für die Werthe von x = p bis x — q 
(d. i. für eine endliche Ausdehnung des Gebietes von x) gleich dem Aggregat 
von den Quadraten von weniger als a unabhängigen linearen Functionen der 
Grössen ... werden könnte, so Hesse sich durch eine passende 

Verfügung über dio a Grössen w,, «?„ ... u> 9 , selbst in dem Falle, dass die 

Function 2^2,,-^ — i lj t , ihr Zeichen niemals wechselt, ein Verschwinden 

derselben bewirken. Hiemit würde die zweite Variation von V verschwinden 
und demnach kein Criterium des Maximums oder Minimums liefern. 
Bonn, den 9. December 1864. 
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Ueber die dritte Gattung der Abelsehen Integrale 

erster Ordnung. 

(Voi) Horm G. Roch in Halle.) 



Integrale dritter Gattung bezeichnen wir Integralo algebraischer 
Functionen, welche für gewisse Werthe der Variabein, oder, in Riemannscher 
Ansdrucksweise, in bestimmten Punkten der Fläche T logarithmisch unendlich 
sind. Diese Fläche stellt die Verzweigungsart der betrachteten algebraischen 
Functionen dar, und wir wollen jetzt speciell die Integralo untersuchen, Tür 
welche diese Fläche T fünffach zusammenhängend, oder p = 2 ist. Die Be- 
zeichnungsweise, welche Riemann in seiner Abhandlung über Abelsehe Fun- 
ctionen (Bd. 54 dieses Journals) eingeführt, soll hier auch festgehalten und 
diese Abhandlung selbst soll, der Kürze wegen, einfach als „Abhandlung" 
cilirt werden. 

Für die folgenden Entwicklungen sind einige Sätze über endlich blei- 
bende Integrale und «?- Functionen nöthig, welche hier, da sie in der Ab- 
handlung bewiesen sind, nur kurz aufgeführt zu werden brauchen. 

Es existircn für p ~ 2 zwei linear von einander unabhängige endlich 
bleibende Integrale, welche in der Form enthalten sind: 

" y ^(».i-s.i-A's.i-rs.i-i»'») 1 

oder durch rationale Transformationen immer in diese Form gebracht werden 
können. Dieselbe ist schon durch die Arbeit Rosenheims als canonische Form 
eingeführt, und soll auch hier beibehalten werden. Das Radical bezeichnen 
wir kürzer: 

l'(s.l-».l-A , ».l-/ I ».l-»*») = )'(*,k,l,m). 
Den Zähler im Integrale bezeichnen wir durch 

as + b = <p(s). 

Alle Functionen cp können linear durch zwei ausgedrückt werden 

= <h* + b 2 , 

und daher sind alle Integrale w linear durch zwei ausdrückbar. 
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Die Fläche T besteht, wegen der Zweideutigkeit der Quadratwurzel, 
aus zwei Blättern, welche in sechs Verzweigungspunkten zusammenhängen 

(* = 0, 1, -^j-,-^-,^, =»)• Jeder Punkt ist daher in der Fläche T eindeu- 
tig bestimmt durch Angabc des a und des Vorzeichons der algebraischen 
Function * = k, t, m) ; daher kann, ein solcher Punkt durch (#, ») bezeichnet 
werden. 

Ueber die Lage der Querschnitte braucht hier nichts angefahrt zu wer- 
den; eine der vielen möglichen Anordnungen lernt man aus der Abhandlung 
von Prym: theoria nova funet. ultraellipticarum, Druck bei Schade, Berlin, 
kennen. Wir bezeichnen die 4 Querschnitto mit («,), (o,), (6,), (6,). Jedes 
endlich bleibende Integral u kann man bis auf eine additive Constante be- 
stimmen, indem man die Periodicilätsmoduln an zweien dieser Querschnitte, 
z. B. (ai), (o,) angiebt. Es werden nun zwei Integrale w M tij bestimmt, so dass 

"•=/7$£ry *(•>-.•+*> 

an (a,) den Modul m, an (oj) deu Modul Null hat; und dass 



an («,) den Modul 0, an (o,) den Modul hat. Dann sind die Periodicitats- 
moduln an den Querschnitten (6) bestimmt, nämlich a M , a,, ? für m, und « 2jl , 
o, j2 für Hierbei ist o, i2 = a, i (s. Abhandlung $.20). Diese Gleichung 
o, , = Oi,! entspricht ganz der von Rotenhain (sur les fonetions ullraellipt. de 
deux var. et ä quatre per. , pg. 435) : 

/' " xdx /'» dx /' " dx /"' xdx 

f 17 xdx f" % dx f li dx f* xdx 

*» 7»" »»IT - 

Diese- Integrale v,, «i werden nun als Argumente der Function benutzt: 

—X — flO 

Oj i, a,,,, a 2il die vorbin erwähnten Periodicilätsmoduln. 

Eine solche Function ist, da »,, «3 eine gemeinsame obere Grenze 
haben, Function dieser Grenze, und als solche in zwei Punkten der Fläche T 

6» 
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gleich Null (Abhandlung §. 22). Die Lage dieser Punkte hingt von den in 
m, , Uj noch willkürlichen additiven Constanten ab; es seien o|, a' t die Werthe 
von m,, ttj in einem Punkte die Werthe in (#2 3}). In der Folge 

wollen wir jeden solchen Puukt kurz als Punkt a' t oder et" bezeichnen; der 
Punkt (#, ») ist hiernach soviel wie der Punkt «. Die Function 

#(«, — «j — ß)', ttj — oi — ei' j 

wird dann, bei geeigneter Wahl der Anfangswerthe der Integrale «, , in 
den beiden Punkten u" verschwinden. 

Hieraus folgt, dass bei dieser Bestimmung: 

#(-a M -«;) = #(-«;, -«0=0. 

Die Function ist gerade, d. h. sie erlangt denselben Werth, wenn gleich- 
zeitig beide Argumente ins Entgegengesetzte verwandelt werden ; also ist auch 

#(«i, «i) = «i ) = 0, 

oder, da die Punkte o" beliebige sind, so ist 

^«„«O = 0, 

sobald die Argumente «,, «, eine gemeinsame obere Grenze haben. Die letzte 
Gleichung ist also als Auflösung der Differentialgleichungen 

d* ✓(», »,/,»)' d> - *,/,») 

anzusehen. 

Jede Function (p = as + b wird in zwei Übereinanderliegenden Punkten 
der Fläche T gleich Null; bei der vorhin genannten Bestimmung der An- 
fangswerthe haben die additiven Constanten in den Integralen «, solche 
Werthe, dass 

(«;+«;', = (o,oj, 

wenn a' s a" solche über einander liegende, d. h. zu demselben Werthe von 
a gehörige Punkte sind (s. §.23). Ferner haben dann die Integrale in den 
fi Verzweigungspunkten Werthe 

(«„«,) = (K«iJii +*,<•,,, + «,«!!,,), Hfim + f.o,,, + <»<»,.,)). 
wo *, e' Null oder 1 und 

«i*i + «7<i = 1 (»od. 2) 
(s. Prym, theoria nova etc. p. 36, oder meinen Aufsatz über Doppeltangenten 
an Curven vierter Ordnung). Der Kürze wegen soll die &- Function 

& («, - «1 - ih - a 2 - o ä ) , 
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da hier nie von elliptischen #- Functionen (solchen mit einem Argumente) die 
Rede ist, mit 

£ („_«'_„») 

bezeichnet werden. Die Function #(u + a' + a") ist dann Null in den beiden 
Punkten — — «", oder, nach dem Früheren, in den Punkten, welche mit 
a, a" respective dasselbe « gemeinschaftlich haben. 

Dies sind neben den bekannten Eigenschaften der Function (Ab- 
handlung §. 17) die Sfltze, die wir in den folgenden Entwicklungen nölhig 
haben werden. 

Untersuchen wir nun den Quotienten 

Q _ frfo-f tl' — Ct) 

Derselbe ist, als Function des Punktes « betrachtet, nur Null in a und un- 
endlich in ß; \gQ ist daher in beiden Punkten logarithmisch unendlich. Zu 
beiden Seiten der Querschnitte («j), (a 2 ) haben die ^-Functionen gleiche 
Werlhe; dagegen ist am Querschnitte (6,): 

#(«+«'-«) = #(«+«'-«). e- 2CM H-"'•-^ ) '- a, ' , , 
+ - 

»(u+u'-ß) = &(u+u'-ß).e- 2( - u > + <-fo- ai <\ 

+ — 

wenn wir durch die unter & angebrachten Zeichen -+- , — die Werthe der & 
auf positiver oder negativer Seite des Querschnittes unterscheiden. Am Quer- 
schnitte (6j) finden die Beziehungen statt 

#(«+»'-«) = #(M+M'-«).e~ 2(u « + "•~ a • ) - 0, '^ 

+ 

&(u + u'-ß) = 9(u+u'-ß).e- 2( - u * + u '>-M- <h <\ 
+ - 

Daher hat log@, wenn wir von ganzen Vielfachen von 2ni absehen, au den 
Querschnitten (a,), (a 2 ), (6,), (6,) respective die Periodicitätsmoduln : 

0, 0, +2(«,-/?,), +2(a,-ß 2 ). 
Dieselben sind von der Lage des Punktes «' unabhängig; ist Q t der Werth 
von Q fQr eine andere Lage, etwa «", dieses Punktes, so hat daher \gQ—\gQi 
an allen vier Querschnitten die Periodicitätsmoduln Null; ferner ist diese Dif- 
ferenz, oder lg — , als Function von u betrachtet, Oberall endlich, da Q und 
Qi nur gleichzeitig, und dann von derselben Ordnung, Null oder unendlich 
werden, mithin ist \gQ— \gQ t von u ganz unabhängig ; IgQ muss, da es von 
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u' gerade so nliliüngt wie von u, die Summe zweier symmetrisch gebauten 
Ausdrücke sein, deren einer nur von u, der andere nur von «' abhängt; sei 
*, der in «' stattfindende Werth von a, so ist lg0 die Summe zweier In- 
tegrale dritter Gattung, mit den oberen Grenzen z und welche wie 
l (s, *, /, m) verzweigt sind und es muss eine Gleichung geben von der Form : 

Wir bestimmen nun zunächt die rationale Function /"(»). Der Ausdruck: 



lg 



ds 6 &(u + u' — ß) ✓(«, k, I, m) 
ist von a, unabhängig. Wir wählen, um ihn zu bestimmen, s, so, dass 

(•»,+«;, «,+«;) = (0,0). 

Dann sind Zähler und Nenner von Q gleich Null und es muss: 

d» &t>(u + ß) 



dt 



&(„ + u>- a )ir(u + u>-ß) 
nach der Regel behandelt werdeu, wie der Werth von Brachen von der Form 
bestimmt wird. Wird Zahler und Nenner zweimal nach * difterentürt, da 
nach einmaliger Differentiation noch beide Null sind, so entsteht: 

, 91 <* i~ & (.» + »'- <*) _ , ■ d»' 

d* d» 

Hier ist rechts «,-fwi = «,+ wj = 0 zu setzen, 

(3 .) + = (l » i( _ a)yi(lHÄ ; ( _ a) ^ w)7 _^_, 



^ — — d«; — -* i(e ^ 

gesetzt wird. Ferner 



(4.) 



d*&(u-\-u' -a) 
d? 



= (*;:i(-«)9to)+a*;:»Mv.w^^ 



d» »/(*,*,/,«) 
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Dies liefert den Werth für /(*), welcher in (1.) einzuführen ist. Hier be- 
zeichnen #i' (I (e), etc. die Werthe d ^ i etc - Bemerkenswert!» wird 
diese Formel, wenn der Punkt ß mit dem Punkte er ein gemeinsames t hat, also 

== (0,0) 

ist. Hierfür soll auch allein die fertige Formel hingeschrieben werden, zumal 
bei den analogen Entwicklungen für mehr als vierfach periodische Functionen 
der dieser Annahme entsprechende Fall zugleich der allgemeinste ist. 

Wir betrachten dann den Quotienten Q = a^t^T**^ schreiben: 

< 5 -> /(,,m,«0 V ,/(»,*,/, *0 +CünsL 

Berücksichtigen wir, dass 

( - o) = - (o) , d, (-«) = - d, (o) , 

so enUteht aus (2.), (3.), (4.): 

In der That ist der Nenner von /"(*, o) Null für » = a; denn da #(«) = 0, 
so ist auch d ^ J oder 

+ = 0. 

Wir kommen nun zur Bestimmung der additiven Constanten in (5.). 

Hierzu machen wir von folgender Eigenschaft der «9- Function Ge- 
brauch, die sofort aus ihren bekannten Eigenschaften (Abhandlung §. 17) her- 
vorgeht; sind nämlich in,, i», ganze Zahlen, so ist: 

# (e, -f «i a, t , + m,a Jt , , c 2 -f m t 02,, + tn\ Oj )2 ) 
— 2 (m, c, + «,», ) - («wj fl |,i + 2jw«a,,j + w'oa.j) 

Sind C und £, zwei Verzweigungswerthe von /(*,*,/,»!), und werden *, s, 
gleich £ and £, gemacht, so ist: 

(7) j^ 1 "*""' = i( B, i 7I, '+ ,B i a M+»*jffi > j)i 

i»;, i»;, I»,, «, ganzen Zahlen. Daher ist für diese Werthe von z und a,: 

9(u-{-u' — a) »(a — » — «') 
+ -f<0 ~~ *(a + « + u r ) 

= e 2 0», («» — », — «',) + », («,-«,— O) + "»I<*M + 2w, w,a l>2 + »Ja».» 
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oder mit Benatzung der Werthe für «+«': 

1 S a Cu , M > i a > = 2«»,«, + 2», «, -(«•,«,+ «,»»,) 7«. 
Die vollständige Formel (5.) lautet daher: 

. 9(u + u' — a) 

hierbei müssen £ und £ zwei von einander verschiedene Verzweigungspunkte 
sein. Sobald nämlich £ = ist für » = £, *, = £; 

(«. + «;, «t + ^J - (0,0); 
haben jetzt im Verzweigungspunkte £ *, und tt, die Werthe: 

(9.) i («>•+ i(*^»+*ifli,i + «ifl7 tJ ), 
so sind «) = #(* + «' + «) = 0; der Quotient beider Grössen muss 

nach der Regel behandelt werden für Brüche von der Form -q-, und hat 
jetzt den Werth 

Wird lg(— l)=m gesetzt, so lautet jetzt die vollständige Formel (5.): 

Aus den Formeln (8.) und (10.) kann man die Werthe der ganzen Integrale 
dritter Gattung entnehmen; als ganze Integrale sollen die von einem Verzwei- 
gungspunkte £ bis zu einem andern erstreckten Integrale bezeichnet werden. 

Aus (10.) folgt, wenn s = gesetzt wird, und ij einen von £ 

verschiedenen Verzweigungswerth bezeichnet, in welchem «,, «, die Werthe 



(Ii.) l(Vi™-r->?i«..i + >fe«M), lfai JI »'+^i«i.i + ?h«v)* 
In der Nahe von * = a ist 

Unser Integral kann daher um ganze Vielfache von 2m verschiedene Werthe 
erlangen; dasselbe gilt für lg ^^"',~°^ , und es können daher auf der rech- 
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ton Seite von (12.) auch solche Vielfache addirl werden. Durch Division mit 
2 wurde dann unser ganzes Integral in (12.) möglicher Weise um jm andere 
Werthe erlangen, und dies darr, wenn das Vorzeichen von )/(», h, l, m) fixirt 
ist, nicht stattfinden. Die genauere Bestimmung wäre durch die Forme) (8.) 
möglich, indess werden wir später auf anderem Wege kürzer hierzu gelangen. 

Ist a = a selbst der Verzweigungswerth £, so haben a, , a t die Werthe 
(9.) und es ist: 

\ ' B d (« + «'-}-«) 

( 1 3 -) j= 2«, («, + •;-«,) + 2h («, + «; - a,) + «, (*i «,,,-f «,,, ) -I- («, «,,,+ *, a,,,) 

von ganzen Vielfachen von 2/ii abgesehen. Daher ist jetzt 

(14.) A'a,«) = a',V»i(») + 2^^(*). 
Wir haben bis jetzt den Ausdruck 

+ + ~ l0 K*(o + ii-r-ii') 
als Function von * und *, betrachtet. Derselbe hat, als Function von a an- 
gesehen, ganz ahnliche Eigenschaften. Er ist dann ein Integral driller Gattung, 
aber nach a inlegrirt, welches in den vier Punkten logarilhmisch unendlich 
wird, die zu o = a, a = z t in der Fläche T gehören. Dies Integral hat an 
den Querschnitten (o x ), (a,) dio Periodicilätsmoduln Null (oder ganze Vielfache 
von 2.1»), an (6,), (bj) die Periodicilätsmoduln: 

4(«, + Mi), 4(« J 4-»i). 
Das Integral kann daher als eine Summe zweier Integrale angeschen werden, 
von denen das erste nur in a = z logarithmisch unendlich wird, und an den 
vier Querschnitten («j), («j), (6,), (A,) respective die Periodicitfllsmoduln hat: 

0, 0, 4», , 4«2 . 

Das zweite Integral muss dann in a = s, logarithmisch unendlich werden, und 
die Periodicilätsmoduln 

0, 0, 4ni, 4«; 

haben. Jedes dieser Integrale hat also genau die Eigenschaften, wie die vorhin 
entwickelten Integrale, nur a und », oder respeclive a und a, mit einander 
verlauscht. Setzen wir (nach (6.)): 

Journal für M«hen»«tik Bd. LXV. Heftl. 7 
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so muss sein: 

*(« + ) r-K«,*)da /- ((ja^da 
l S*(u + u' + a) J Via, *,/,w)t/ r^M.««^ 

Der Werth der Constanten bestimmt sich einfach, wenn wir als Anfang der 

Integration den Verzweigungswerth £ nehmen, in welchem a, , o 2 die Werthe 

(9.) haben. Dann ist der Werth der linken Seite nach (13.) gleich 

m + 2t 1 (« l -f«;) + 2f,(i» 1 +«;); 

die vollständige Formel ist folglich: 

. & (w + u' — «) 

^(u-f «' + •) 

Die Vergleichung dieser Formel mit (8.) oder (10.) giebt die Vertauschung 
von Parameter und Argument für Integrale dritter Gattung. Man kann aber, 
und dies ist- bemerkenswerth, die Gleichheit von nur zwei Integralen her- 
stellen, statt der Gleichheit von Summen zweier Integrale. Legen wir in (10.) 
den Punkt *, nach £ so wird nach (14.): 

/"(«,*,) = 2* iyi (a)+2e 2 <?,(«) 

und wir erhalten: 

=/°^+2/"«^| 5 «, ( , + 2,,(., + .;) +2 , l( .^,. 

Rechts fallen die Werthe von «[, w, heraus, da a, gleich £ ist, und es entsteht: 

<»•> ftäxk -*>••>-*»*■ 

Diese Formel liefert jetzt auch die genauen Werthe der ganzen Integrale. 
Legen wir nämlich * nach dem Verzweigungspunkte r\, in welchem «,, u, 
die Werthe (11.) besitzen, so ist, analog (14.): 

f(a,i) = 2t} l <p 1 (a) + 2t] i <p 2 (o) 

und die Ausführung der Formel (17.) ergiebt: 

(18.) f jfrkj^ = 2(f7 l -« J )a l +2(f^-t J )a s +((«iVi+«l , ?i)+(*2^+^'?i)) 71 «- 

Wie schon erwAhnt, ist: 

«,«;+«,«; == 1^+^ = 1, (mod. 2); 
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die Integrale können nun immer um beliebige ganze Vielfache von 2m ge- 
ändert werden; addiren wir, was daher erlaubt ist, auf der rechten Seite von 
(18.) den Werth 

so gehl (18.) über in: 

( = 2 (>?, - f ,)«, + 2 (»?, - e,) a, + ((e, + »?,) («; + rfj + (<* + >fc) («i + Vi)) m. 
Der Factor von m ist congruent 1 oder 0 nach dem Modul 2, je nachdem 

eine gerade oder eine ungerade Charakteristik hat, mit Charakteristik nach 
Riemann den Complex bezeichnet: 

Aus diesen jetzt entwickelten Formeln kann man die Darstellung der Integrale 
zweiler Gattung entnehmen. Hiermit, sowie mit den Ausdrücken der Inte- 
grale dritter Galtung der allgemeinsten algebraischen Functionen will ich mich 
ein anderes Mal beschäftigen. 

Halle, 1865. 
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Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten. 

(Von Herrn It. Hennig za Gncson.) 



K-ollt auf einer ebenen Curve als Basis eine andere ohne zu gleiten, 
so beschreibt jeder mit der letzleren fest verbundene Punkt eine gewisse Bahn, 
Roulette genannt. 

Betrachtet man beide Curven als Grenzen von geradlinigen Polygonen, 
so ist die Boulette Grenze eines Polygons von lauter Kreisbogen, woraus 
folgt, — da der Kreisbogen und die Roulette in dem entsprechenden Punkte 
dieselbe Tangente haben — , dass die Normale einer Roulette in einem be- 
stimmten Punkte derselben stets durch den augenblicklichen Berührungspunkt 
der Grund- und Rollcurve hindurchgeht. 

Ist dieser zugehörende Berührungspunkt, wie hier vorausgesetzt wird, 
fflr jeden Punkt der Roulette bekannt, so ist durch ihn die Normale und also 
auch die Tangente für jeden Punkt der Roulette bestimmt. 

Im Folgenden soll zunächst die Bestimmung und einfache geometrische 
Coustruction des Krümmungsmiltelpunkles — als des Schnittpunktes zweier 
unendlich nahen Normalen — für einen beliebigen Punkt einer Roulette her- 
geleitet werden, wenn ausser dem zugehörenden Berührungspunkte noch die 
Krümmungskreise der Grund- und Rollcurve in demselben gegeben sind. 

Die Anwendung dieser Conslruction auf die einfachen Kreisrouletlen 
wird zu Folgerungen führen, deren Verallgemeinerung den weiteren Inhalt 
dieser Notiz ausmacht. 

I. ConBtruction de« Krümuiungskroiscs bei Rouletten. 

Ä. Es werde zunächst dor Fall betrachtet, in welchem die Grund- 
und die Rollcurve Kreise mit den Radien R und r sind, und der die Roulette 
als Bahn beschreibende Punkt P auf dem Umfange des rollenden Kreises liegt, 
also der Fall der gewöhnlichen Kreisrouletlen (Epi- und Hypocycloide). 

Allo Punkte des rollenden Kreises beschreiben congruente Rouletten, 
jedoch in anderer Lage; insbesondere beschreibt der dem Punkte P diametral 
gegenüberliegende Punkt des rollenden Kreises Q, der Gegenpunkl von P, 
eine Roulelte, welche in Bezog auf die Roulette des Punktes P deren Gegen- 
roulelte heisst. 
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Fig.-l. 



Ist G dor augenblickliche Berührungspunkt, so ist der Winkel PGQ 
ein Rechter, also die Tangente der Roulette in P parallel der Normale 
der Gegenroulette in Q und umgekehrt. Die Tangenten beider Curven in 
P und Q schneiden sich auf dem Rollkreise in T, dem Gegenpunkte von 6'. 
Dann hat man den Satz: (Fig. 1.) 

Die Verbindungslinie des Mittelpunktes M de* Grundkreises mit dem 
Gegenpunkt Q ton P schneidet die Normale PG im Kriimmtmgsmittelpunkle K 
für den Punkt P der Roulette. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass 
K der Durchschnittspunkt zweier un- 
endlich nahen Normalen der Roulette im 
Punkte P ist. — P 1 sei ein Punkt der 
Roulette in der Nähe von P, Q' sein 
Gegenpunkt, 6" der zugehörende augen- 
blickliche Berührungspunkt, T" der Ge- 
genpunkt von G". Man ziehe die Nor- 
male P'G', welche die erste Normale in 
K" schneidet und selbst von MO' in A" 
geschnitten wird ; ferner ziehe man KK ', 
QQ' und die Tangenten TQ und T'Q', 
welche sich in Q" schneiden. Die bei- 
den Dreiecke QQ"Q' uud KK"K' sind einander ähnlich, weil ihre Seilen bc- 
ziehlich parallel sind. Es ist nämlich PGKK" parallel TQQ", P'G'K"K' 
parallel T'Q'Q' und, weil MK : MQ = MG : MT—R : R±2r — MG' : MV = 
MK' : MQ', auch KK' parallel QQ'. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke QQ"Q' 
und KK"K' und ihrem constanten Verhältnisse folgt, dass sie gleichzeitig 
unendlich klein werden, also ist K die Grenzlage von K", wenn der Punkt 
P* sich dem Punkte P und somit Q' und Q" sich dem Punkte Q als Grenze 
nähern. Also ist K Mittelpunkt des Krümmungskreises der Roulette für den 
Punkt P*). 

Aus dieser Herleilung ergeben sich auf einfache Weise folgende be- 
kannte Beziehungen. 




*) Auf andere ah die obige Weise hergeleitet gebeu diese Constrnction: ton 
Gerstner Handbuch der Mechanik. Wien 1834. Band 3. 8. 42 und 43. Zehnte, 
Elementare und analytische Behandlung der verschiedenen Cycloiden. Iserlohn und 
Elberlfed 1854. 
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1. Die Evolute einer Kreisroulette ist eine der Gegenronlette ähnliche 
und mit dem Mittelpunkt des Grundkreises als Süsserem Aehnlichkeitspunkt ähn- 
lich liegende Curve, der Grösse nach sich zu dieser verhaltend wie R:R±2r, 
wo das obere Zeichon für die Epicykloido, das unlere für die Hypocykloide gilt. 

2. Der Krümmungsradius p hat die Lange 

o = PK=PG + GK=TQ+GK = 2GK{\ ± 

3. Da der Krümmungsradius gleich ist der Länge der Evolute vom 
Punkt K bis zu ihrem Scheitel A, und diese Evolute wieder eine Kreis- 
rouletto ist, so ist in dem Obigen zugleich die Rectification der Kreisrouletten 
enthalten ; und zwar verhält sich der Bogen der Evolute von K bis A zu der 
Strecke GK wie 2(l ± zu 1. Die Strecke GK (PT) hängt bloss von dem 
Radius des rollenden Kreises der Roulette und der Grösse des VVälzungswinkels 
ab. Daher ist die (algebraische) Summe zweier solcher entsprechenden Bogen, 
eines Epicycloidenbogens und eines Hypocycloidenbogens, welche von dem- 
selben Kreise beschrieben worden, der auf den beiden Seiten eines anderen 
rollt, und demselben Wert he des Wälzungswinkels entsprechen, gleich 4GK 
und unabhängig von dem Radius des Grundkreises. Lössl man den Kreis sich 
beiderseits zur Hälflo abrollen, so wird GK gleich dem Durchmesser des Roll- 
kreises der Roulette, also wird die Summe beider Bogen achtmal so gross 
als dieser Radius. Lässt man den Kreis sich einmal abrollen, so beträgt die 
Summe beider Bogen das Sechszehnfache des Radius des Rollkreises. 

Das Verhällniss £ kann ganz beliebig sein, auch seinen Werth wäh- 
rend dos Rollens ändern, ohne dass sich die Summe der Längen beider Ron- 
letten ändert; d. h. die Basis kann irgend ein Kreis sein, aus Kreisbogen 
bestehen, die stetig in einander übergeben, oder irgend ein beliebige Curve 
sein, deren Tangente ihre Richtung stelig ändert; man hat den Satz: 

Rollen 2trei Kreise mit dem Radius r beiderseits auf irgend einer 
Basis von der Lange 2m, so beschreiben die Punkte, in welchen dieselben 
anfänglich die Basis berühren, eine aus zicei Rouletten zusammengesetzte ge- 
schlossene Bahn ton der Länge des Seckstehnfachen des Radius des rollen- 
den Kreises. 

Der Inhalt der von dieser Curve umspannten Fläche ist ebenfalls von 
der Gestalt der Grundcurve unabhängig und gleich der sechsfachen Fläche 
des rollenden Kreises, was sich aus Steiners Arbeit „lieber den Krümmung*- 
schwerpunkt ebener Curven", dieses Journal, Band 21, ergiebt. 
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ß. Liegt der die Roulette beschreibende Punkl nicht auf dem Um- 
fange des Rollkreises, so führt eine der obigen ähnliche Conslruclion zur Be- 
stimmung des Krüraroangsmitlelpunktes. 

Man ziehe (Fig. 2) rm Punkte P der 
iiouletle die Normale PG und errichte in G auf 
PG eine Senkrechte, welche die Gerade Pm in 
Q trifft, dann achneidet die Gerade QM die 
Normale PG im Krümmungsmiitelpunkte K. 

Es sei F ein dem Punkte P benachbarter 
Punkt; FG' sei die Normale im Punkte F und 
G" sei der Punkt des Rollkreises, welcher mit 
dem Punkte G' des Grundkreises zur Berührung 
gelangt. Construirt man P"mG congruent Fm'G', 
so ist Winkel PmP" gleich Winkel G"mG gleich 
dem Zuwachs h des Wälzungswinkels und dem 

entsprechend ist Winkel GMG' gleich h. Die 
beiden Normalen PG und P'G' schneiden sich 
im Punkte K'. 

Es ist die Grenzlage zu bestimmen, der sich K' nähert, wenn F sich 
dem Punkte P ohne Grenze nähert. Zu diesem Zweck kann man PK'P 1 als 
Kreissector betrachten, dann ist die Grenze von PK' gleich der Grenze des 
Quotienten aus PP' und dem zum Centriwinkel PK'P* und dem Radius Eins 
gehörenden Kreisbogen. 

Fasst man den Grund- und den Rollkreis als Grenzen geradliniger Poly- 
gone auf, so ergiebt sich die Länge des Bogenelemcntes PP* der Roulette als 
Länge eines Kreisbogens, dessen Radius gleich PG und dessen Centriwinkel 
gleich ist der Summe oder Differenz der Aussenwinkel der Polygone. Die Tan- 
genten in den Punkten G und G" machen einen Winkel gleich h, die Tangenten 
in G und G' einen solchen gleich j^h. Das Rollpolygon erfährt also eine 

Drehung um den Winkel *(~^~) gleich ^j- um eine Ecke, deren Ab- 
stand von G für kleine Werlhe von h von der Ordnung der Grösse A isU Es 
ist also bis auf Grössen zweiter Ordnung in Bezug auf h der Bogen PF gleich 

Der Winkel PK'F, der im Nenner des Ausdruckes für PK! steht, ist gleich 
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Winkel ff MG plus Winkel P'GP; der erstere ist gleich h ^ l{ 
des zweiten ergiebt sich aus den Dreiecken GPP" und PmP" als gleich 

2 sin 4- s\n P"PG 

& »iß 

oder bis auf Grössen von der Ordnung A' gleich 

k~coimPG gleich 

Selzt man diese Werlhe ein, so erhöh man: für immer kleiner werdende 
Werth« von k nähert sich PK' dem Grenzwerthe 

pK _ GP.Mm .PQ 

Gm.PQ-x GH.Fm' 

Dieses ist aber genau der Werth von PK, der zufolge der obigen Construclion 
erhalten wird. 

Betrachtet man nämlich MQ als Transversale des Dreiecks PGm, so ist 
Ph.G3f.mQ « GK.mM.PQ, 
GK = #>*■-/*;, 
PK {GM. mQ~ mM. PQ) = ~PG.mM.PQ. 
PK(Gm.PQ + GM.Pm) - PG.mM.PQ. 
Hiermit isl die Richtigkeit der oben gegebenen Construclion dargelhan, welche 
bisher noch nicht bekannt gewesen zu sein scheint *). 

Man kann also eine unendliche Anzahl von Kreispaaren construiren. 
für welche als Grund- und Rollcurven die Rouletten im Punkte P die Nor- 
male und den Krümmungsradius gemein haben; es ist dazu bloss nöthig, das? 
für jedes Paar sich nach obiger Construclion derselbe Punkt K ergebe. Es 
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werde hier die Schaar aller Wälzungskreise betrach- 
tet, welche die Normale in denselben zwei Punkten 
schneiden und denselben augenblicklichen Berüh- 
rungspunkt haben. Der geometrische Ort der Mittel- 
punkte m (Fig. 3) ist die Normale auf PG durch m. 
der Ort der Punkte Q ist die Gerade GQ, die ent- 
sprechenden Punklrcihen m und Q' sind durch den 
Punkt P projectivisch ähnlich. Zieht man m'G und 
Q'K, welche sich in M' schneiden, so ist der Ort 
^ von M' der Durchschnitt der beiden projecliviscben 
Strahlenbüschel (G)m' und (K)Q', deren zwei ent- 



") Liouville, tome X, pag. 150. Salmon, Higher plane curves p. 216. 
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sprechende Strahlen GP und KG zusammenfallen; dieser Orl ist demnach eine 
Gerade senkrecht auF PG. Insbesondere ist in dem Durcbscbnitlspunktc dieser 
Geraden mit PG der Mittelpunkt des Grundkroises construirt, auf welchem ein 
Kreis mit dem Durchmesser NG rollen muss, damit der Punkt P eine Curve 
mit dem Krümmungsradius PK beschreibe. 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus die Construction des Krümmungsmittel- 
pnnkles für den Fall, für welchen die obige Construction den Dienst versagt : 
Wenn die Punkte P, m und M in gerader Linie liegen, ziehe man durch i». 
G und M Senkrechte auf PG, ziehe beliebig Pm'Q' und m'GM', so schneidet 
M'Q' die Normale PG im Krümmungsmiltelpunkte K. 

Statt der drei Parallelen durch m, G, M kann man sich auch bei dieser 
Construction dreier Geraden bedienen, dio durch jene Punkte gehen und sich 
in demselben Punkte ausserhalb PG schneiden, wovon man sich überzeugt, 
wenn man von einem Punkte des Raumes aus die vorige Construction auf 
eine durch die Gerade PG gehende Ebene projicirt. 

Da dio Ellipse auch zu diesen Kreisroulettcn (B.) gehört, so ist hiermit 
eine neuo Construction des Krümmungsradius der Ellipse gegeben. 

C. Für die allgemeinen Rouletten erhält man den Krümmungsradius 
für einen beliebigen Punkt, indem man an Stelle der Grundcurve und der 
Rollcurve deren Krümmungskreise im augenblicklichen Berührungspunkte sub- 
stituirt und die für den vorigen Fall angegebene Construction anwendet. 

11. Umfang und Inhalt von zweiseitigen Rouletten. 

Rollen zwei symmetrische ebene Curven als Rollcurven auf verschie- 
denen Seiten einer anderen Curve als Grundcurve, welche sich auf dieser 
stets in entsprechenden Punkten berühren, so mögen die beiden Rouletten, 
welche von einem mit der einen Rollcurve festgedachten und seinem sym- 
metrischen mit der anderen festgedachten beschrieben werden, in ihrer Ver- 
einigung eine zweiseitige Roulette oder Doppelroulelte heissen. 

Ein specieller Fall bot sich oben dar, wo beide Curven Kreise waren 
und der beschreibende Punkt auf dem Umfange des rollenden lag; es wurde 
auch der Salz bewiesen, dass bei beliebiger Basis der Umfang einer solchen 
durch einmaliges Abwälzen erzeugten Kreisdoppelroulette gleich dem Sechs- 
zehnfachen des Radius dos beschreibenden Kreises sei. 

Es soll nun gezeigt werden, dass der Umfang und der Inhalt einer 
Doppelroulelte unabhängig ist von der Gestalt der Grundcurve. 

Joun.ul für Mathematik Bd.LXV. lieft! . ■ 8 
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Je zwei entsprechende Punkte der Doppelroulette liegen symmetrisch 
gegen die Tangente der Grundcurve im augenblicklichen Berührungspunkt; die 
Verbindungslinien jener Punkte mit diesem sind Normalen der Doppelroulette; 
also ist diese die Enveloppo einer Schaar von Kreisen, die ihre Mittelpunkte 
auf der Grundcurve haben, deren Radien nur von der Rollcurve abhangen 
und gleich sind dem Abstände des beschreibenden Punktes von dem augen- 
blicklich zur Berührung gelangten Punkte. Es erhellt dies, wenn man die 
Grund- und Rollcurve als Grenzen geradliniger Polygone ansieht. 

Vermöge dieser Eigenschaft kann man zu jeder Curve, deren Nor- 
malen sämmtlich eine andere Curve schneiden, eine entsprechende Curve con- 
struiren, so dass beide in Bezug auf jene als Grundcurve einer Doppelroulette 
angehören: Zieho im Punkte P der Curve die Normale, welche in G die 
Grundcurve schneidet, conslruire in G die Tangente der Grundcurve, falle auf 
dieselbe von P ein Loth und verlängere dasselbe um die eigene Länge bis F. 
so ist der Punkt F der dem Punkte P entsprechende Punkt der Doppelronlette. 

Lfisst man die eine Curve zu einem Punkte P ausarten, so wird die 
Construclion folgende: Fülle von P aus auf alle Tangenten der Grundcurve 
Lothe und verlängere dieselben um ihre eigene Länge. Man erhält also eine 
der Fusaputtklencurve des Punktes P ähnliche und ähnlich liegende Curve. 
doppelt so gross als jene, welche mit dem Punkte P als Doppelroulette auf- 
gcfasst werden kann. Die Rollcurve ist symmetrisch der Grundcurve, der 
beschreibende Punkt der symmetrische des Punktes P. Mit dieser Eigenschaft 
der Fusspunktencorven ist zugleich die Conslruction der Tangente und des 
Krüminangsradius für dieselben gegeben. 

Umgekehrt kann man, wenn eine Curve und in ihrer Ebene ein Punkt 
gegeben sind, nach der Curve fragen, in Bezug auf welche die gegebene eine 
Fusspunktencurve ist; diese Curve ist die Envcloppe der zweiten Schenkel 
aller rechten Winkel, deren Scheitel auf der gegebenen Curve liegen und 
deren andere Schenkel durch den gegebenen Punkt gehen. 

Hiermit kann man die Aufgabe lösen: Welche Curve muss auf einer 
ihr symmetrischen rollen, damit ein mit ihrer Ebene festgedachter Punkt eine 
gegebene Curve beschreibe? 

Nur für einen Kegelschnitt und einen Brennpunkt desselben als Pol 
ist die Fusspunktencurve ein Kreis, also nur durch das Rollen zweier con- 
gruenter Kegelschnitte aufeinander, welche sich in entsprechenden Punkten 
berühren, kann auf diese Weise ein Kreis beschrieben werden, und zwar sind 
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die Brennpunkte des rollenden Kegelschnitts die Punkte, deren Rouletten 
Kreise sind. 

Fragt man nach der Basis, auf der eine Curve rollen rauss, um beider- 
seits Kreise als Rouletten zu erzeugen, so ist diese auch ein Kegelschnitt und 
zwar ist der vorige Fall in diesem enthalten. 

Der oben ausgesprochene Satz über die Unabhängigkeit des Umfangs 
und Inhalts von Doppelrouletten von der Gestalt der Grundcurve wird zuerst 
für Polygone bewiesen und daraus für Curven geschlossen. Die entsprechen- 
den Seiten der beiden Polygone dürfen der Einfachheit wegen als beziehlich 
gleich angenommen werden. 

Ist nun an einer Ecke der Aussenwinkel des rollenden Polygons durch 
seinen Bogen gemessen r, der Aussenwinkel des Grundpolygons an der ent- 
sprechenden Ecke Oy der Abstand des bahnbeschreibenden Punktes r, so be- 
schreibt dieser Punkt, wenn sich das Polygon ausserhalb um die Ecke dreht, 
einen Kreisbogen von der Lange r(r-fa), beim Drehen innerhalb einen Bogen 
von der Länge r(z-a), also ist die algebraische Summe beider Bogenelemente 
gleich 2n, also unabhängig von der Grundcurve. 

In gleicher Weise wird die Constanz des Flächeninhalts geschlossen. 
Der Flächenraum besteht bei zwei Polygonen aus zweierlei Theilen, die einen 
sind Dreiecke, die anderen Kreissectoren; die Summe der Dreiecke macht den 
Inhalt des rollenden Polygons; je zwei zusammengehörende Kreissectoren haben 
die Inhalte r'(r+(J) und r l (T — o); ihre algebrauche Summe ist also gleich 
2rV und demnach unabhängig von der Grundcurve. Die Hälfte der Summe 
der zweiten Theile läset sich für sich zusammenhangend darstellen, indem man 
den Kreissector rV auf deh Aussenwinkel t abträgt. Geht dann das Polygon 
in eine Curve über, so erhält man die Construction : Man trage auf die Tan- 
gente der Curve nach einer bestimmten Seite hin die Länge des Abstandes 
des Punktes der Curve vom beschreihenden Punkte ab, so ist der Flächen- 
raum, welcher von der so bestimmten Tangente überstrichen wird, plus dem 
Sector, begrenzt von dem betreffenden Bogen der Rollcurve und den Radien 
nach seinen Endpunkten, gleich der Hälfte des Inhalts der von dem Punkte 
beschriebenen Doppelroulette, während sich der bewusste Bogen auf irgend 
einer Curve abwälzt. Es ist hierbei angenommen, dass der Flächenraum der 
Doppelroulette am Anfange und Ende durch die Normalen begrenzt sei. 

Zu bemerken ist, dass nur in dem Falle Umfang und Inhalt in dem 
gewöhnlichen Sinne genommen werden kann, wenn für alle entsprechenden 

8* 
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Punkte der Grund- und der Rollcurve die Krümmung der Rollcurve grösser 
ist als die der Grundcurve, weil sonst sowohl Umfang als Inhalt der inneren 
Roulette negativ zu nehmen sind. Die Constanz des Flächeninhalts der Doppel- 
roulellen lüsst sich übrigens unmittelbar aus der bereits erwähnten Arbeit 
Sieiners „Ucbcr den Krümmungsschwcrpunkt ebener Curven" herleiten, wo 
allgemein und principicll die Bestimmung des Flächeninhalts der einzelnen 
Rouletten ausgeführt ist. 

Mit Hülfe des bewiesenen Satzes gelingt in einigen Fällen die Recti- 
hcalion von Curven und die Quadratur von Flächenräumen. 

Rollt eine Ellipse mit der grossen Axe 2a auf einer geraden Linie, 
so beschreibt jeder der Brennpunkte eine wellenförmige Bahn und zwar ist 
die Länge einer Wello gleich 'lau, der Inhalt der von dem Bogen, der Geraden 
und den zwei End -Normalen eingeschlossenen Flächo 2a 2 n. 

Beweis. Man lasse die Ellipse auf einer ihr- congruenten rollen, so 
dass sich beide in entsprechenden Punkten berühren, so besteht die Doppel- 
roulelte, welche jeder Brennpunkt beschreibt, aus einem Kreise mit dem Um- 
fange Aan und dem Inhalt 4a*n und einem Punkte; daraus folgt die Richtig- 
keit der obigen Angaben, weil bei der geraden Linio als Grundcurve die 
beiderseitigen Rouletten symmetrisch sind. Ebenso ist die Rectification eines 
bestimmten Stückes der Curve auf die Rectification cinos Kreisbogens zu- 
rückführbar. 

Es möge noch der Fall näher betrachtet werden, in welchem die Roll- 
curve zwar auch wie in dem oben betrachteten Falle ein Kreis ist, aber der 
beschreibende Punkt nicht auf dem Umfange liegt, sondern sich im Abstände k 
vom Mittelpunkte befindet. 

Für zwei Polygone mit beziehlich gleichen Seiten, deren entsprechende 
Aussenwinkcl r und a ein constantes Verhältniss R : r haben, verhält sich 
jeder heim Rollen ausserhalb beschriebene Kreisbogen zu dem entsprechenden 
beim Rollen innerhalb beschriebenen wie r+o zu r— o, also das ganze äussere 
Kreisbogenpolygon zu dem inneren wie R+r zu R—r. Dies bleibt gültig 
für den Fall zweier Kreise mit don Radien r und R, weil bei gleichen Bogen 
die Tangentenwinkel sich stets umgekehrt verhalten wie die Radien. Es ver- 
hält sich also bei denselben Grenzen der Wälzungswinkel der Epicykloiden- 
bogen zum Hypocykloidenbogen wie R + r zu R—r. 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man die Rectification aller Doppelrouletten, 
bei denen die Rollcurve ein Kreis ist, auf die Rectification von Ellipsenbogen 
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zurückführen. Wählt man nämlich R=2r, so ist die betreffende Hypocykloide 
eine Ellipse mit den Halbnxen r+A und r—k; der zugehörende Epicy- 
24-1 

kloidcnbogen ist „ . = 3 mal so gross als der entsprechende Ellipsenbogen. 

* 1 

Also ist die Summe zweier entsprechenden Bogen einer Doppelroulette, be- 
schrieben von einem Kreise als Rollcurve, viermal so gross als der ent- 
sprechende von demselben Punkte beim Rollen des Kreises innerhalb eines 
zweimal so grossen beschriebene Ellipsenbogen. 

Gnesen. im Juli 1864. 
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Ueber die Anziehungscomponente eines geraden 
elliptischen Cylinders in der Richtung der Axe, 
wenn die Elenientaranziehung irgend einer Potenz 
der Entfernung umgekehrt proportional ist. 

(Von Herrn F. Grube zu Hamborg.) 



Das Potential von Körporschalen, die von zwei ähnlichen Flächen 
zweiten Grades irgend welcher Art begrenzt werden, hat Herr Hehler (Bd. 60, 
p. 321 "dieses Journals) nach der etwas modificirten DirtcAfe/schen Methode 
des discontinnirlichen Factors für den allgemeinen Fall bestimmt, dass die 
Elementaranziehung der p" n Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist. 
Die sich ergebenden Formeln gelten zunächst nur für ein zwischen 2 und 4 
enthaltenes p; jedoch durch Voraussetzung eines etwas allgemeineren An- 
ziehungsgesetzes leitet Horr Mehler aus den Formeln für ein gegebenes p die 
entsprechenden für ein um zwei Einheiten grösseres her. Nun hat die in der 
Richtung der Axe genommene Componente eines geraden elliptischen Cylinders 
(welche ich kurz dio A'- Componente nennen werde) ursprünglich fast ganz 
dieselbe Form wie das Potential der von zwei ähnlichen Flächen zweiten 
Grades begrenzten Körper. Für das letztere hat man nämlich bei dem all- 
gemeineren von Herrn Mehler eingeführten Anziehungsgesetze, nach welchem 
das Potential der Eleinentaranziehung 

_j dm i dm 

p-\ ( r ' 4- s,a " ^ZTTFT 

ist, folgenden Ausdruck 

1 ff f dxdyds 
p-iJJJ (r' + «OKp-0 ' 

wo 

r> = (x-a) 7 + (y-bf + (*-c)\ 

und wo die Integrationen sich auf alle Werthe der Veränderlichen erstrecken, 
die der Ungleichheit 

A < £ +-^-i~ + 2Ax+2«y+2r» < * 

genügen; für die X- Componente der Attraction des geraden elliptischen Cy- 
linders erhält man (ohne Voraussetzung des aligemeineren Anziehungsgesetzes) 
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die Differenz zweier dem vorstehenden ganz analogen Ausdrücke von der Form 

J=\JJ (r*+ ' 

wo 

r* = (*-*)■+ («-«0% 
und wo die Integrationen sich auf alle Werthe von y, z erstrecken, die der 
Ungleichheit 

genügen. Die von Herrn Mehler eingeführte Grösse <v bietet sich also hier 
von selbst in der Grösse k dar. Es lag daher nahe auch auf den vermöge 
der Dirichlelscheü Methode ermittelten Ausdruck für die A- Componente des 
Cylinders, der zunächst für ein zwischen 1 und 3 liegendes p gilt, die Meh- 
lersehe Methode anzuwenden, um daraus die Formeln für ein beliebiges p 
herzuleiten. Da die Resultate theils wegen ihrer Einfachheit, theils wegen 
ihres aligemeinen Charakters ein Interesse haben dürften, so erlaube ich mir, 
ihre Entwicklung im Folgenden auszuführen. — Ich werde wiederholten Ge- 
brauch von der Bezeichnungsart dos Herrn Samts machen, wonach das Zeichen 

' p/w 

dasjenige bedeutet, was man erhalt, wenn man in f(x) für x den Werth x x 
einsetzt, und das Zeichen 

dasjenige, was man erhält, wenn man in f(x) einmal x 2 , dann x, setzt, und 
die beiden Resultate von einander subtrahirt. 

§• 1. 

Bestimmung der X-Componente der Attraction des geraden elliptischen Cylinders 

für p = 1 excL bis p = 3 incl. 

Die Halbaxen der elliptischen Basis des Cylinders seien a, ft, die Ent- 
fernungen des angezogenen Punktes von der unteren und oberen Basis a und 
a, , die Coordinaten desselben bezogen auf die Axeu der Basis b und c. Die 
A-Componente werde, wenn die Elementaranziehung umgekehrt proportional 
der />"" Polenz der Entfernung ist, durch X p bezeichnet. Man hat zunächst 

(*•) X p = £. p^ifftr'+W'-» ' 
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wo das Substitutionszeichen sieb auf den Buchstaben k bezieht, wo 

r 2 ^ (y-by + (3-c)\ 

und wo die Grenzen der Integration durch die Ungleichheit 
bestimmt sind. 

Wendet man auf diese Formel die Dirichlelschv Methode des discon- 
tinuirlichen Factors an, und verfolgt genau den von Dirichlet zur Bestimmung 
des Potentials des Ellipsoides- eingeschlagenen Weg, so erhält man 

k 6' r' \kO-pt 



) d* 



wo o die positive Wurzel der eubischen Gleichung 

<■•) •-r-^i- ? .$;=» 

bedeutet. 

Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss von p — 1 excl. bis p — 3 
excl. Um nun A, nach der JJeÄ/erschen Methode für jedes /> zu erhallen, 
müssen wir zuerst die Gültigkeit dieser Formel für p = 3 incl. nachweisen. 

Ich zeige 1) dass der durch Gleichung (1.) definirte Ausdruck X f . 
2) dass der auf der rechten Seite von (2.) stehende Ausdruck in der Nähe 
von p = 3 stetige Functionen von p sind. Ist beides erwiesen, so gilt die 
Formel (2.), da sie für p = 3 — (T gilt, wo <T beliebig klein sein kann, auch 
für p = 3. 

1) Ist f{r } p) eine stetige Function von p, und hat die Differenz a — b 
einen endlichen Werth, so ist auch j "f \x,p)dx eine stelige Function von p. 

Wendet man diesen bekannten Satz zweimal auf das Doppelintegral für X, 
in (1.) an. so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung, dass X f eine stetige 
Function von p ist. 

2) Der vor dem Integral in (2.) stehende Factor — r - 

ist für p = 3 eine stelige Function. Um zu zeigen , dass das Integral selbst 
eine stetige Function von p in der Nähe von p =■ 3 ist, setzo ich einmal fflr 
p den Werth 3 und zweitens den Werth 3 — <)', und zeige, dass die Dif- 
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ferenz der resultirenden Integrale gleichzeitig mit <f gegen Null abnimmt. Es 
ist also zu zeigen, dass das Integral 



J = 

in welchem 



/ x <fo(l-FO)' T ) 



gesetzt ist, für gegen Null abnehmende Werthe von d verschwindet. Während 
h von o bis oo wächst, nimmt F(s) die Wenthe von 0 bis oo an. Setzen 
wir F(s) = *, , so wird 

J .'*(*) 1 

wo 

*m = 0-4-^-.-^+l+Ä+Ä)/(«+^)0+^> 

Der Ausdruck der Function (p(s) zeigt mit Hülfe von (I.), dass dieselbe in 
dem Intervalle *, = 0 bis *, = oo oder $ — a bis * = oo stets positiv bleibt und 

überall auch an den Grenzen endlich ist. Demnach Ändert der Factor 
unter dem Integralzeichen von J- innerhalb der Integrationsgrenzen sein Zeichen 
nicht, und es ist daher 

j - r r d, < 
J - tt J 

wo R ein zwischen dem innerhalb der Integralionsgrenzen stattfindenden Maxi- 
mum und Minimum von 1 — »f liegender Werth ist. Das Maximum voii 1 — «f 
findet statt für den kleinsten Werth von also an der unteren Grenze, das 
Minimum an der oberen Grenze. Da nun das Nullwerden von ä, , ebeuso 
wie das Unendlichwerden von *, unabhängig ist von dem Verschwinden von 
<f, und also *? für <T = 0 auch an den Grenzen den Werth 1 behält, so sieht 
man, dass für <f = 0 das Maximum und das Minimum verschwinden. Dem- 
nach hat also R und auch J den Werth Null, und die linke Seite von (2.) 
ist daher stelig bis p = 3 inclusive. 

§ 2. 

Bestimmung von X p für ein beliebiges p. 
Aus (1.) ergiebt sich die auch für p=i güllige Relation 

(3.) x r , 2 = - JL. 

Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 1. 9 
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und allgemein 

(4.) x y ^ = (-i)--^-!-... p+ % n i ^f- 

Mit Hülfe dieser Relation und der Formel (2.) können wir X p für jeden Werth 
von p ermitteln. Wollten wir aber den Ausdruck für X p in (2.) nach k unter 
dem Integralzeichen differentiiren, so würde die Function unter dem Integral- 
zeichen für s = a nach der Differentiation unendlich werden. Wir führen 
deshalb nach der Mehlerschcü Methode in (2.) statt s eine neue Variable r 
ein vermöge der Gleichung 

Verfolgen wir nun genau den von Herrn Mehler eingeschlagenen Weg, so 
finden wir 

(5.) _ «? (-0-" r dv[r t ( r~> d '( _ 1 ±\ 

(6.) - | ai 2(«+1)! «fa-'L <M«-<00-<OI" J' 

wo <7x und a, die beiden negativen Wurzeln der cubischen Gleichung (I.) be- 
zeichnen. 

X t ergiebt sich folgendermassen. Es ist 

- t- 

Setzt man in (2.) p = 1, und differentiirt den resullirenden Werth nach Ar, so 
erhalt man den aus (2.) für p = 3 resullirenden Werth mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen, also nach §.1 —X s . Der für p - 1 aus (2.) resultirende 
Werth stellt also wirklich X t dar. Aus den Formeln (2.), (5.), (6.) erkennt 
man folgende Sülze: 

Ist die Elementaranziehung umgekehrt proportional irgend einer geraden 
Polens der Entfernung, »o ist die X- Componente eine* geraden elliptischen 
CyHnders immer ausdrückbar durch ganze elliptische Integrale. Ist die Ele- 
mentaranziehung umgekehrt proportional der ersten oder dritten Potent der 
Entfernung, so ist die X-Componente am logarithmischen Functionen 
gesetzt. Ist endlich die Elementaranziehung 
einer ungeraden Potenz der Entfernung, grösser als die dritte, so ist die 
X-Componente aus rein algebraischen Functionen 
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§• 3. 

Independente Darstellung von Xj»+i . 
Für X 7 Iflsst sieb noch ein anderer Aasdruck aufstellen als der, wel- 
cher aus (2.) resultirt. Dieser zweite Ausdruck erscheint grade für unsern 
Zweck sehr geeignet, indem sich aus ihm sehr leicht eine independente Dar- 
stellung für Äi. +2 durch ganze elliptische Integrale gewinnen Iflsst. Es ist 
nämlich *) 

WO " 

* = (a cos <p -by+(ß sin <p-c)\ 

. , _ aß— bßco%(f> — ca sin y 
— (ß 

Die Grösse t hat den Werth 1 oder 0, jenachdem der angezogene Punkt 
innerhalb des Mantels und dessen Verlängerung oder ausserhalb liegt. Hieraus 
erhält man 

Für den Kreiscylinder Iflsst sich die Wurzel leicht in die canonische Form 
bringen. Führt man nfimlich statt tp eine neue Variable ein vermöge der 
Gleichung • 

cosy = 2sinyJ— 1 

und setzt 

. , _ 4ab _ -lab _ 26 
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* + (« + &)" ,- (a + 6)" *» a + 6 ' 
so wird für den Kreiscylinder 

Auf dem Mantel **) des kreisförmigen Cyliuders wird 

*~ = (a.-,K2. +1 ) P["*" , "^"- 2( * +4<, ' )H ' , -" >< 

/*»» dy -1 



(8.) 



*) Schloemildu Zeitschrift für Math. u. Physik, 9. Jahrgang, 8. 278. 
**) Unter Mantel und Axe verstehe ich hier und in» Folgenden auch die Ver- 
längerung des Mantels and der Axe. 

9* 
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und auf der Axe 

(»0 = OT) P [*-«-"-(*+"')-'"•-"]■ 

Ich bemerke noch, dass für den elliptischen Cylinder Herr Clebsch die Wurzel 
in die canonische Form gebracht hat, in einer Bemerkung zu der Abhandlung 
des Herrn Rüthig „Das Potential eines rechtwinkligen homogenen Cylinder?" 
(dieses Journal Bd. 61). Herr Rolhig ündot noch einen dritten wesentlich 
verschiedenen Ausdruck für X 2 , der aber dieselbe Wurzelgrösse enthält. 

• 

§ 4. 

Spezielle Fälle. 

Setzt man in (2.) p = 1 , so erhöh man den aus logarilh mischen und 
algebraischen Functionen gebildeten Ausdruck 

naß |«?r 2 fc^a + ^-cV + a») 



v naß i«;r 2^ 

A ' - 2 |„.La'- 



_ _ 



^»og ^ iJ -^-,og(^^ + ,)], 



WO 



Für den kreisförmigen Cylinder erhält man aus (2.), wenn man c = 0 setzt. 

(10) * = ; £|::[>^7T^- |o e<* + '' ,, - TT?"]" 

Für p = S erhöh man aus (2.) für X s den logarithmischen Ausdruck 
und hieraus für den kreisförmigen Cylinder 

("•) x ' = t\>^+t> 

Hieraus bekommen wir X & mit Anwendung von (3.); einfacher aber ergiebt 
sich Xi aus (6.), nämlich 

x = na ß r' - 

4 !„. aCa-aJCa-ir,) ' 
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und für den kreisförmigen Cylinder 

- — k a(o-a,) ' 
Führt man hierin für o und a, ihre Werthe ein, so erhält man für den kreis- 
förmigen Cylinder 

x = --.i nl ri 1 _. i 

^ *■> ^ 8 [„.La v v+2(«'+6 i )H <>'-•&*)• T *i / * , +T(?T6 , )*4-(« , --ft i ) ,J " 
Für das Naturgesetz (/> = 2) orgiebt sich aus (2.) 



I«' - > / *c*+« , x«+/n-*(*+« , )(*4-/f , )-iX«+^)-'- , «(«+« J ) 

Es ist leicht, die hierin enthaltenen elliptischen Integrale auf die Normalform 
zu bringen, was ich in Schioemilchs Zeitschrift a. a. 0. ausgeführt habe. Für 
den kreisförmigen Cylinder nimmt der vorstehende Ausdruck keine wesentlich 
einfachere Gestalt an. Weit einfachere Ausdrücke erhält man aus (7.) für 
„Y, und X A . Bezeichnet man die ganzen elliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung 

wie üblich, durch K und E, und führt man die JacoAi'sche Transcendenle Z 
ein. so erhält man für den kreisförmigen Cylinder 

worin der Modulus ^ = k + 4 ( ^_ b y und 

sin am ($r, K') = 



Aus den vorstehenden Formeln oder aus (8.) erhält man die für den Mantel 
gültigen Formeln 
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§. 5. 

Independente Darstellung von Jk+i. auf der Axe and auf dem Mantel eines 

kreisförmigen Cylindera. 

Bezeichnet man die Entfernungen des angezogenen Punktes von den 
Rändern durch p, und (>, so wird auf der Axe eines kreisförmigen Cy linders 
nach (10.) und (11.) 



X s = —71 log 



Aus (12.) folgt 



und daraus vermittelst (4.) 

(9'.) X i+in = 2 (n + 0( n 4-2)[^^~-^-(-^-p^T)]- 
Vermöge der Formeln (9.) und (9'.) hat man das einfache Resultat, dass so- 
wohl für grade als ungrade m (mit Ausnahme der beiden Werthe 1 und 3) 

Xm = (m-i)(m^[^+^-(-oir+^pr)]- 
Ist also die Elementaramiehung umgekehrt proportional irgend einer ganze* 
Potent der Entfernung (mit Ausnahme der ersten und dritten), so sieht ein 
kreisförmiger Cgiinder jeden Punkt seiner Axe an mit einer Intensität, die 
proportional ist der Differenz aus den Summen der um drei kleineren Po- 
tenten der beiden reeiproken Entfernungen des Punktes com Centrum der einen 
und vom Rande der anderen Basis. 

Auf dem Mantel des kreisförmigen Cylindere wird 

wo r, und r die grössten Entfernungen des angezogenen Punktes von den 
beiden Rändern bezeichnen. 

Aus (12.) erhält man ferner für den Manie! 
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und daraus vermöge (4.) 
Xi+t " = 4(n + i)0» + 2) ["^p 7 ""^ 

— SfjÄ Ö^P)! " i (a,r,)»-+» (ar)"+' lJ' 

wo (n—2p)\ für /> = ±» der Einheit gleich zu setzen ist. üeber die hier an- 
gewandte Entwicklung von v ^ J vergleiche man Sohnckes „Sammlung 
von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung", Seite 39. 

§■ 6. 
GrenBflÜle. 

Schliesslich wollen wir noch untersuchen, was auf der Axe und dem 
Mantel eines kreisförmigen Cylinders aus X, wird, erstens wenn die Höhe h 
wichst, zweitens wenn der Radius wächst, drittens wenn der angezogene 
Punkt sich der Basis nähert. Ich werde diese drei Grenzuusdrücke von Xf 
respective durch Lim^X,, Lim^X^ und lim a X,, bezeichnen. Es ergeben sich 
für dieselben folgende Formeln, die ich der leichteren Uebersicht wegen zu- 
zusammenstelle. 

Auf der Axe. 

Lim**, = - na 1 log h, 
L\m h X 3 = — nlog-J, 

Lira**. = - (Bl _ 1) 2 " m _3 ) (^ 3 -^ T ), 

Lim a X, = — 7i(a\— a 2 )loga, 
Um a X s = — nlog^-, 

Hm^X, = n(Vlog*+o J log«-(»]log^), 

lin^X, = -2n(A-f o-p,), 

Lim A lim„X, = — 2na, 

Hm 0 X 3 = rcloga, 
.. v 2« 1 
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Auf dem Mantel. 

Lim,*. - »'(während X. = ß V), 
Lim a X, = -|- («,?-<,*) log«, 
Lim,,*, = ~T log ^" 1 

Lim A lim 0 AC, = — 4«, 



lim„ AT, = ^-logo, 



lim„X m - 



(m — l)(m — 3) a 



—3 1 



Aus den vorstehenden Formeln erkenul man Folgendes: 

Während die Höhe oder der Radius wächst, wächst auch AT,, sowohl 
auf der Axe als auf dem Mantel, und zwar wie der Logarithmus der Höhe 
oder des Radius; hingegen wenn p> 1, nähert sich X p einer bestimmten end- 
lichen Grenze. Mit wachsender Höhe nähert sich X x auf der Are und auf 
1 dem Mantel, sowie überall derselben Grenze. 

Hei wachsendem Radius wird X p für jedes p auf dem Mantel halb so 
gross ah auf der Axe. 

Wenn der angezogene Punkt sich der Basis nähert, so nähern sich X t 
und X2 bestimmten endlichen Grenzen , während für p ^ 3 X p wächst , und 
zwar für p — 3 proportional dem Logarithmus , für p > 3 proportional der 
um drei Einheiten kleineren Potenz der reeiproken Entfernung des Punktes 
ton der Oberfläche. 

Auf dem Mantel, in der Nähe des Randes, ist (bei endlichem Radius 
und endlicher Höhe) die X-Componente halb so gross, als in allen anderen 
Punkten in der Nähe der Basis, wenn p ^ 3. 



igmzea Dy 
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Wenn die Anziehung nach dem Naturgesetz erfolgt, sind noch fol- 
gende Satze bemerkenswerth : 

Bei wachsendem Radius wird die X-Componente für alle äusseren auf 
der Axe und auf dem Mantel liegenden Punkte conslant, und der Höhe des 
Cy linders proportional. 

Ein Punkt erleidet dieselbe Ansiehung auf der Oberfläche einer Kugel 
und am Ende der Axe eines unendlich hohen Cylitiders, dessen Radius | com 
Radius der Kugel beträgt. * 

Die X-Componente ist auf dem Rande eines unendlich hohen CyUnders 
rational ausdruckbar. 

Die X-Componenien auf dem Rande und am Ende der Axe eines un- 
endlich hohen CyUnders verhalten sich zu einander wie der Radius eines Kreises 
zum Quadranten. 

Hamburg, im December 1864. 
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Ueber die aas Einheitswurzeln gebildeten complexen 
Zahlen von periodischem Verhalten, insbesondere 
die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. 

(Von Herrn L. Fuck*.) 

D er Theorie der aus den Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen hat Kammer gewisse Perioden zu Grunde gelegt, auf welche sich 
namentlich die Definition der idealen Primfactoren stützt (s. dieses Journal 
Bd. 35 und Abhandlungen der Bcrl. Acad. 1856). Diese Perioden habe ich 
für den Fall, dass der Grad der Einheitswurzel durch eine zusammengesetzte 
Zahl angegeben wird, in einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 61) einer 
näheren Untersuchung unterworfen. Das Folgende bezieht sich auf eine Art 
complexer Zahlen, welche mit diesen Perioden im engsten Zusammenhange 
stehen. Es sei nämlich vi eine primitive n" Wurzel der Einheit, und x eine 
Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, so bilden im Falle, dass 
n eine einfache Primiahl ist, die aus den mit x gebildeten Perioden ent- 
stehenden complexen Zahlen die allgemeinste Form der complexen Zahlen 
/■((/)), welchen die Eigenschaft f{tu') = f{U)) zukommt. Anders verhall es sich 
im Allgemeinen im Falle, dass » keine einfache Primzahl ist. Iiier sind die 
aus den Perioden gebildeten complexen Zahlen nur besondere Formen der 
allgemeineren Art complexer Zahlen, welche nur durch die Eigenschaft 
f(iu') — f(w) definirt sind. Mit diesen complexen Zahlen will ich mich im 
Folgenden beschäftigen, und namentlich die Anzahl der Klassen der idealen 
Zahlen derselben bestimmen. Die Klassenanzahl der einfachen complexen 
Zahlen, welche Kummer ^Monatsberichte der Acad. Januar 1863) schon ange- 
geben hat, entspricht übrigens dem besonderen Falle, wo x=i ist. 

- 

1. 

Es sei to eine primitive Wurzel der Gleichung x"~ 1, wo n eine be- 
liebige ganze Zahl ist, ferner x eine Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, so ist der Ausdruck 

n, = ü>'+ü>"-f + • • • 
soweit fortgesetzt, bis das erste Glied wiederkehrt, die Periode, welche Kummer 
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der Theorie der aus der Wurzel to gebildeten complexen Zahlen zu Grunde 
gelegt hat (vergl. die Abh. gelesen in der Academie der Wiss. 18. Decbr. 
1856). — Ist r zu » prim und gehört x (modn) zum Exponenten t, so ent- 
halt n, genau x Glieder. Die Periode n, ist die einfachste der complexen 
Zahlen f\it>), welche so beschallen sind, dass f[m*) — f{u>). Wir werden daher 
alle complexen Zahlen der letzteren Art, mit Rücksicht auf diese Eigenschaft, 
als complexe Zahlen in n bezeichnen. 

Es sei nun <p (u>) ein idealer Primfaclor der nicht in n enthaltenen realen 
Primzahl q in der Theorie der complexen Zahlen in tu, und x die niedrigste 
Potenz von x, die congruent einer Potenz von q v modn;, so ist das Producl 
der conjugirten Factoren: 

f(u») = <p(io)q>(ui*)(f> .ui*') . . . <p(w*'~') 

als idealer Primfaclor von q in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 
zusehen. 

Es sei ferner p eine amal in n enthaltene Primzahl; setzt man = *' 
und bezeichnet mit tu' eine primitive Wurzel der Gleichung ar"' = l, mit 
einen idealen Primfaclor von p in der Theorie der complexen Zahlen in to, 
und ist endlich x* die niedrigste Potenz von x, die congruent einer Potenz 
von p (modn), so ist 

vi*»') = z("')z(*»*)z(""')-..z("'*~ l ) 

als idealer Primfaclor von p in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 
zusehen. 

Sind Oberhaupt x und q zwei Zahlen, die mit n keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, so ist die Entscheidung Ober die niedrigste Potenz der 
einen, die einer Polenz der anderen (modn) congruent ist, fQr das Folgende 
wesentlich nolhwendig, so dass ich erst auf diese Frage näher eingehen muss. 

2. 

Zunächst ergiebt sich folgender Satz: 

Es sei x f die niedrigste Potenz von x, die einer Potent von q (modn) 
congruent ist, q s die niedrigste Polen» von q, die einer Potent von x con- 
gruent ist, und gehören x und q i modn) respective zu den Exponenten r und 

t, so ist -7 -- -- ■ 
l 9 

Denn erstlich ist ersichtlich, dass f und g Thoiler respective von 
t und / sein müssen. Es sei daher mg = t und q* = x' modn, so ist »w=0 

10* 
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mod t, und es ist im als die kleinste der Zahlen, wofür die letztere Congruenz 
erfüllt ist, ein Theiler von x, und — der grössle gemeinschaftliche Theiler von 
o und t. Da ferner f ein gemeinschaftlicher Theiler von r und « ist, so ist 
^- = Af oder ^ = Af, wo A eine ganze Zahl. Aus demselben Grunde ist 

^- = Bg, wo B eine ganze Zahl. Multiplicirt man beide Gleichungen mit ein- 
ander, so erhält man AB— 1, d. h. A = B = li daher ^ ~ y> wie be ~ 
hauptet wurde. 

Ferner beweist man ohne Mühe den Satz: 

Ist n eine Primsahipotem, und dividirt man t durch den grössten ge- 
meinschaftlichen Theiler von t und r , und bezeichnet den Quotienten mit t\ so ist 
q*' die niedrigste Potent ton q, die congrvent ist einer Polens von x (modn). 

Schwieriger ist die genauere Bestimmung der niedrigsten Potenz q t in 
dem allgemeinen Falle, dass » eine zusammengesetzte Zahl ist. Wir gelangen 
dahin auf dem folgenden Wege. Ich beschranke mich hierbei auf den Fall, 
dass n eine ungerade Zahl ist. weil in dem anderen Falle, wo i» gerade ist, 
nur einige Modificntionen erforderlich sind. Ferner wird das Gesetz in seiner 
Allgemeinheit schon an dem Falle, dass n nur drei verschiedene Primzahl- 
polenzen enthält, sichtbar. 

Es sei daher n = p"p"' pr't w0 P> Pi -> P* verschiedene ungerade Prim- 
zahlen sind; es gehöre x respeclive mod//', pi 1 , p"' zu den Exponenten ö* t 
J,, ebenso q zu den Exponenten d, </,, a\. Es seien ferner, indem ich 
mich des Zeichens {k, /,...*) für das kleinste Vielfache der Zahlen Ar, l, ... s be- 
diene, c, e, , Cj resp. die grössten gemeinschaftlichen Theiler von <T und (<),, ^j, 

S S ö 

(f, und (rf, <J t ), (J 3 und (J, o*,), und man setze — = J', = J M = Be- 

c c x c t 

zeichnet man alsdann mit e>, e,. r, respective die grössten gemeinschaftlichen 
Theiler von d und <Y, d t und d", , d, und <T,, und die auf p", />','', p" bezüg- 
lichen Indices respective mit Ind. Ind,, Ind 2 , so dass 

Indf = ro, Ind ( g = r,6, , \üA 2 q — r 2 b } , 

Ind x = y ji, Ind, x = p, t 1 x , Ind, x = /i, , 

wo 6 und ,1, b, und /i, , b 2 und die grössten gemeinschaftlichen Theiler 

der Indices von q und x respective mit v (/>"), 'f ip" 1 )-) *f (/>"',' s ' na \ so findet 
das folgende System von Congruenzen statt: 
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— Indfl = q — c lad x mod<f>(p°) , wo »yp = r raodJ, 
c p 

(1.) ( — ln&,q = t] t — c,Ind,x niody (/»?')■> w <> »Jid " r i modtf,, 
p, p, 

^Mnd,g ~s ijji-ejnd,* mod</. wo i}.(> 2 = r 2 modcT,. 

p » r, 

Bezeichnet man mit f, t* t , die grössten gemeinschaftlichen Thcilor von , 
4- respeclive mit (-'.^-). (—,—), Tt"-^ 1 )' so erhö,t man aus den 

r, v t "i i t ^ P 

Congruenzen (1.) die folgenden: 

(— — ) 

(-f ,f ,f)lnd f ^ ,£^C*lcInd* mody^), 

| I t • 

i.) ( d d. d.\. d, \ p * r, / . , , , „ . 



(t-<t) 

^) Indi 9 ^ r n p C , f> c 7 lni 7 x mod </>(/>;'•)• 



Hat man aber eine Zahl z so zu bestimmen, dass 

a = o modm, a~6 modm,, a=c modm}, 

wo a, b, c, m, m, , m, beliebige Zahlen bedeuten, und sind Ä, u, r respective 
die grössten gemeinschaftlichen Theiler von m und m,, m und m n m, und m,, 
so ist bekanntlich erforderlich, dass 

a — b 0 inodÄ, a — c -0 modi/, b — c = 0 modr. 

Diese Bedingungen sind aber auch zur Existenz der gesuchten Zahl s ge- 
nügend. Denn zunächst kann man eine Zahl x finden derart, dass x^a 
modm, und x- b modm,. Man bestimme nun eine Zahl s durch dio Con- 
gruenzen z l-- x mod (wi, im,), z:~ c modwii, so ist zu deren Existenz not- 
wendig und hinreichend, dass x — c 0 mody , wenn </ der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von {m, m,) und m, ist. Diese Bedingung ist aber offenbar 
erfüllt und die zuletzt gefundene Zahl * die gesuchte. 

Da <5", J",, d, Zahlen sind, wovon nicht zwei einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, und daher die grössten gemeinschaftlichen Theiler je zweier 
der Grössen <1 mit denen der entsprechenden Grössen c zusammenfallen, so 
kann man daher eine Zahl * finden, derart dass 
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(A A^ 

* = »7- !-t— 5 — c mod<T, 

(3.) ; i, U'^J , t 

i » = »■ — : — '- — c, mod o, , 

* == i},-S- r - * — c, modtf,. 

/ d d d \ 

Hieraus geht mil Rücksicht auf die Congruenzen (2.) hervor, dass { — ^~*fj 

V P, t, 

ein Mulliplum des kleinsten Exponenten g ist. für den (f congruent einer 
Potenz von x (modn). 

Haben — , — , — respective mit c, c,, c 2 die grössten gemeinschafl- 
liehen Thciler * 2 , so sind v%, e,/,, r 2 ^ respective die grosslcn ße- 

meinschafllichen Theilcr von d und (f, d, und rT, , d, und <V, es sind daher 
nach dem zweiten der am Anfange dieser Nummer gegebenen Salze — . 

A_, A_ respective die kleinsten Exponenten, für die eine Polenz von q con- 

gruent einer Polenz von x respective mod/»", p n t >, p"\ Es bleiben daher die 
Congruenzen (1.) nach ihren bezüglichen Moduln richtig, wenn man beide 
Seiten derselben respectivo durch x, Xit Xi dividirt. Hieraus ergiebt sich, dis 

man die Congruenzen (2.) respeclive durch '-. — *— , . — *- , — r- -'- 

dividiren darf, ohne die Moduln zu dividiren. Offenbar ist aber der gesucht* 
Exponent g ein Violfaches von (A ^ A_ ^ A_) , daher ist die Zahl, dorrt 
welche , ^ , ■^ L ) zu dividiren isl, um # zu geben, ein gemeinschaftlicher 

jfA^A) Z (-,A) *(-,A) 

Theiler von 0| 0> , V c ' , c / *' • Da man aber durch don 
grössten gemeinschaftlichen Theiler dieser drei Zahlen jede der Congnientea 
(2.), unbeschadet ihrer Richtigkeit nach ihren bezüglichen Moduln, dividire» 
darf, so folgt, 

(A, A,A) 

data g = — — — — — — , wenn tp der grötste Factor de» eben erwähnten grinst* 

gemeinschaftlichen Theiler» ist, pur den noch eine Zahl s ermittelt venia 
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die den folgenden Bedingungen genügt: 

' 3 .Od,, 
• Ii = ,„t ."od*., 

* s — ^ modJ,. 

Ich behaupte jetzt, dass y mit — , A-, keinen gemeinschaftlichen Theiler 
hat. Denn gesetzt y habe mit ~ einen gemeinsehaftlichen Theiler a, so ist 

*(-^,-«-) c(i-A) 
sofort zu sehen, dass o als Factor von — - - P - oder auch von - 

(f 4) ' . 

ein Factor von c sein muss, weil C| . t? ' — mil keinen gemeinschaftlichen 

Theiler hat. Daher hat o auch keinen Factor mil rj gemeinschaftlich, weil 
dieser sonst (s. Congruenz (1.)) auch Factor von r wäre, was nicht möglich 
ist, weil r zu d prim ist. Ferner enthielten die CoefGcienten von c, und c, 
in der zweiten und drillen Congruenz (2.) den Factor o. Der Bedeutung der 
Grössen c gemfiss muss aber jeder Primfactor von c in einer der beiden 
Grössen c, oder c enthalten sein. Irgend ein Primfactor fi von n muss daher 
auch in c, oder c, enthalten sein, und zwar mindestens in einer dieser beiden 
Grössen so oft als in c, es sei dies in c,, alsdann erfordert das Bestehen der 
Congruenzcn (4.), dass y diesen Primfactor noch ebenso oft als c, enthält, 

was aber absurd ist. Da man ebenso beweisen kann, dass f> weder mil — , 

noch mit -^V- einen gemeinschaftlichen Thoiler hat, so folgl, dass y der 

grössto Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers von '' I, *' ^ **) , 

Z* *>) . ist^ wofür noch die Congruenzen (4.) oine Lösung zulassen. Aber tp 

muss offenbar auch ein Theiler von (x>XnX-i) un( ^ daher auch von (c, c,,c,) 
sein; es ist also tp der grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers 

von *<''.'*»> , M^il, (c, cc), wofür noch die Congruenzen (4.) 

i i, t, 
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lösbar sind, indem man jetzt unler y ml respeclive die grössten gemein- 

schaftlichen Theiler von i, »,, t\ und c, c,, c 7 versteht. 

Zum Bestehen der Congruenzen 4.) ist aber nach einem oben ange- 
führten Satze das Bestehen des Systems der folgenden Congruenzen not- 
wendig und hinreichend: 

(A. AV (± <L) e 
^T~V - m ° ,r 

,iliiLi ^M ;, 50 modo,, 
a ^V'fo a, ("f ' rf >« _ n 

— ^ '»t—ijr- = ° modö> ' 

wo ö> 2 , QJ, , tö, respeclive die grössten gemeinschaftlichen Theiler von c und 
c,, c und c,, c, und c t sind. 

Multiplicirt man die erste dieser Congruenzen mit pp,, die zweite 
mit pp 2 , die dritte mit p,p 7 , so werden dadurch den linken Seiten keine 
neuen Factoren der bezüglichen Moduln hinzugefügt, weil diese respective zu 
den Zahlen pp,, pp 2 , p,p 2 prim sind. Da nun f;psr modc, »/,p,=r, modc,. 
i7 2 p 2 = r 2 mode 2 , so verwandelt sich das letzte System von Congruenzen in 
das folgende: 

^ - r ,p^ Vp V' = 0 modü>„ 

(A AV f_l AV 

rpi — -.- r 2 p — ^ 5S 0 modG),, 

F yn 2V 9 t yn, M 

a;(v'F7) c ' a; (4 '^") c ' A 

r.pj — — - — rjp,- 5 - r J =s 0 mod tu. 

Diese Congruenzen setzen wir in andere mody um; dann können wir 

d d d 

selben respective durch — — dividiren. Man erhält alsdann: 

Vi V. r » 

a' d. C»i * »■ ) c a' rf (i, i,) c, ~ . 

^i^A^iAMiL^o mody, 
^ f p t i, i in, ,f e t fi i, o, r ' 

riP7 ^4-^A__ riPl AA.(tO3_^ 0 mody. 
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Es ist aber, wie schon bemerkt, (c, c 2 ) = 0 modcj, daher — .-^ü. eine 

t l t 

ganze Zahl, oder -^-=>4-^-, wo A eine ganze Zahl. Ebenso findet man 
^- = B^-, wo B eine ganze Zahl. Multiplicirt man die beiden letzten Glei- 
chungen, so erhält man AB = 1 , d.h. A = B=i. Daher ist = 

Analog ist _£_ = (^O i, = Mj) £l = £l£i2, is. = C£iO. 

6 o», c a, c, m, c ' bj c, ' o c, 

Man hat also als Resultat unserer Untersuchung Ober den kleinsten 

Exponenten g, für den q" congruent einer Polenz von x (modi»), 

dass g ^''''^ ■> V der grötste Factor des grössten ge- 

meimchaftlicken Theilers ton * C V^ , y '^^ , '«Ml, focc) irt, f*r 

i t, i, 

welchen das folgende System von Congruensen noch identisch erfüllt ist: 

«"O X> Xn 2a grössten gemeinschaftlichen Theiler respective ton i und c, 
i, »nrf c„ t, und c, «W. 

3. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in No. 1 und 2 ist die Anzahl 
der conjugirten idealen Primfactoren einer nicht in n enthaltenen Primzahl q 
in der Theorie der complexen Zahlen in n gleich EntbAlt eine com- 

plexe Zahl in n, f(vo), genau m ideale Primfactoren von q, so enthalt die 
Norm derselben, nämlich 

AT» = n«T') n«r-) ■ - • rw, 

wo v = ^~ und rj, r,, ... r„ die v Zahlen sind, welche kleiner als n und 
prim zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
von * (raod»), genau die Potenz f*, da t^l:^l= t l = g (nach No. 2). 
Bedeutet G den kleinsten Exponenten, für den p congruent einer Polenz von 

für M»tbem»Uk Bd. LXV. Hoft I. 11 
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x (modn'}, so findet man ebenso, dass die Norm einer complexen Zahl in i. 
/"(«>), welche genau AI ideale Primfactoren von p enthält, genau den Faci* 
p vG hat. 

Hieraus ergiebt sieb, dass die Norm einer complexen Zahl in n, f't». 
die Gestalt hat: 

Xf(aj) = p VG p*'> r '>p*'*°> . . . q-zqt't'q?"» . . . , 

wenn J/, M t , M?, . . . m, w,, m } , ... ganze Zahlen und Cr,, G a , . . • g t . g : , 
eine ähnliche Bedeutung wio respective G und g haben. 

Ideale Zahlen in 71 gehören zu derselben Klasse, wenn sie mit der- 
selben idealen Zahl in n mulliplicirl eine wirkliche complexe Zahl in - 
zum Producte geben, d. b. eine complexe Zahl F(u>) mit der Eigenschaft 
F(W) = F(u>). — Man beweist nach den Principien von Kummer, dass *? 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen giebt. 

Ehe wir nun zur Bestimmung der Anzahl dieser Klassen übergebet 
wollen wir cino Bemerkung machen, wodurch die Betrachtungen vereinfach 
werden. 

In meiner oben erwähnten Arbeit habe ich die Bedingungen für d* 
Verschwinden einer Pcriodo n r , deren Index r zu 1» prim ist (einer prim- 
licen Periode, wie ich sie dort genannt habe) angegeben. Aus diesen Be- 
dingungen geht hervor, dass man einen Factor rf von n finden könne, derart 
dass die Periode n,,, nicht verschwinde, und dass wenn d der kleinste der 
Facloren von n ist, welcher dieses bewirkt, jeder andero von derselben An 
ein Multiplum von d sein müsse. Ist d der kleinste Factor von 1», für dp« 

n rt , nicht mehr verschwindet, so ist d.tp = y(n). In dem Ausdrucke, n 

welchen sich n rJ nur auf eine Weise setzen lässl, nämlich: 

sind daher die Exponenten von 10 kleiner als </>(«). 

Ist nun f {io) cino wirkliche complexe Zahl in jt, so ist 

rn = r(u>>) = a«**') = - = n<»* J ~\ 

daher tf(u)) — F(n), wo F(n) eine nur die Perioden enthaltende comple.v 
Zahl ist. Sind nun die Bedingungen erfüllt, welche für das Verschwinden 
der primitiven Perioden nothwendig und hinreichend sind, und ist d der kleinste 
Factor von n, für den n rtl nicht mehr verschwindet, so wird also nach der 
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F(ti) — c 1) + c 1 tü''+c 2 tt r '-| |-c , 



eben gemachten Bemerkung F{n) eine aus den Wurzeln der Gleichung x = 1 
gebildete comploxe Zahl sein, in welcher die sämmtlichen Exponenten von tu 
kleiner als <p(n) sind. Sie lässt sich daher auf die Gestalt bringen: 

wo die Exponenten von to kleiner als (f(n) sind. Aus der Gleichung rf(io)—F(n) 
Folgt daher, dass sämmtliche Grössen c durch t theilbar sind, dass also f(u)) 

selbst einer aus den Wurzeln der Gleichung x d = 1 gebildeten complexen 
Zahl gleich ist, also einer auf eine Gleichung niedrigeren Grades bezüglichen 
complexen Theorie angehört. Hieraus folgt, dass wir uns im Folgenden auf 
solche Werthe von x beschränken können, wofür die primitiven Perioden nicht 
verschwinden. 

4. 

Um die Klassenanzahl der complexen Zahlen in n zu bestimmen, muss 
man den Grenzwerlh der Reihe 

(1.) R = (.-1)^-*-^. für *=1 

ermitteln. In dieser Reihe ist die Summalion auf alle nicht durch blosse Ein- 
heitsfacloren verschiedenen idealen oder wirklichen complexen Zahlen in n zu 
erstrecken, und der Norm die in der No. 3 angegebene Bedeutung beizulegen. 
Diese Reihe ist mit der folgenden gleichbedeutend: 

worin man über alle realen Primzahlen q, q n q 7 , ... die nicht in » ent- 
halten sind, und über alle positiven ganzzahligen Werthe von M, M,, M„ ... 
m, «!, w»,, ■ • • summiren muss. Es sei 0 der Exponent, zu dem x (mod»') 
gehört, l' der Exponent, zu dem p nach demselben Modul gehört, a der kleinste 
Exponent, für den x* congruent einer Potenz von p (mod»'), und man be- 
zeichne die Grösse 2& = *M mit u, und die Grösse !t^ = 2£p. mit 

U, und lege den Grössen ... 17,, l/,, ... eine ähnliche Bedeutung 

respective für q t , g 3 , . . . p,, />,, . . . bei, so findet man 
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wo jedes Produclenzeichen 77 sich auf alle diejenigen unendlich vielen nicht 
in n enthaltenen Primzahlen bezieht, für die g oder u denselben Werth haben, 
und die Anzahl der verschiedenen Producte mit der Anzahl aller möglichen 
Werthe von g oder ti Obereinstimmt. 

Es ist nun dieser Ausdruck R in ein Product mit endlicher Factorcn- 
anzahl zu verwandeln, derart dass jeder Factor eine bestimmbare Reihe wird 
Diese Umwandlung, welche für gewöhnliche complexe Zahlen ohne Mühe ge- 
leistet werden kann, ist für die complexen Zahlen in n mit Schwierigkeit« 
verknöpft. Es war dazu die in No. 2 vorausgeschickte Untersuchung über 
den kleinsten Exponenten g, für den g*' congruent einer Potenz von x (modi 
wird, unumgänglich nölhig, wie aus der folgenden Nummer noch deutlicher 
hervorgehen wird. 

Ich darf mich in den ferneren Entwicklungen der besseren Uebersichi 
wegen auf den Fall, wo n ungerade ist, beschranken, da die Behandlung de 
Falles, wo » gerade ist, nur einige leichte Modifikationen erfordert. 

5. 

Es seien e, <?,, <?,, ... Zahlen respectite aus den Reihen 0, 1, ... 

'ZOp_l, 0, 1, . . . -5^0-1, 0, 1, . . -1, . . ., «eiche der Co» 

grttens 

(! ) «C7- + «iCi7- + «i(»j7-+— 25 0 modf 
genügen, so ist 

*oM„ fe, ... respective primitive Wurzeln der Gleichungen |^P"> = 1. 

$?^''^ = 1, ^^''^=1, ... sind, und das Productenteichen FI sich a*l 

e,e t ,e t1 ... 

alle Werthcombinationen von e, <?,, e,, . . . 6e*ieA*, welche der Congruenz (1 
gentigen. 

Um diese Umformung zu begründen, muss gezeigt werden: 

1) dass Ind ( ^,J,l n d t9 ^ we|)n c> ^ ^ der CoB . 

gruenz (1.) genügen, eine g" Wurzel der Einheil ist; 
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2) dass jede der g Wurzeln der Gleichung x* = 1 in dem Producte 
77 vorkommt, und zwar jede «mal. 

Die Allgemeinheit des Verfahrens ist wiederum schon an dem Falle 

n — p tt p" , p"' ersichtlich. Da qf congruent ist einer Potenz von x (modn), so 
darf man setzen: q*~x h modn, und es ist 

Bezeichnet nun w eine primitive Wurzel der Gleichung x^ c ' c ' ,c ^= 1, so ist 

eo ( c > c m c .) - o ( C * C .»Q 

f*'lndx =tp e <> c ? | e,a;ind l x = <p e '^ e, 

, a <S,c t ,c t ) 
^Ind.x^^' c f 

Daher ist 

^Indx^e.J'.Ind.x^a'.Ind.x)^^ c +e ' ft c, + * ft ^~~J* =1> 
weil die Congruenz (1.) gleichbedeutend ist mit: 

(3 .) eg (c c » * -h e ^ 0 '^- 0 -f ^ - ) + -.- = 0 modCccc,,...). 

Hieraus ergiebt sich, dass der Ausdruck ^'I»d?§f.*>d l9 £,<j;i n d t9 eine gW 
Wurzel der Einheit ist, und dieses war zuerst zu beweisen. 
Es sei jetzt 

^'Indg^^Ind^^lnd,? = ^etflnd^d , Ind.f ^e^Ind.g 

wo e, e„ e,, e', e'„ ei zwei der Congruenz (1.) oder (3.) genügende Werlh- 
systeme der obigen Zahlenreihen sind. Man hat alsdann: 

(4.) |C <, - e ) a ' Ind ?^ e -- 6 '^- Ind »?|( <! »- e t)^Ind tg = t 

(-AA) 

Ist « eine primitive Wurzel der Gleichung * " r ' "* = 1, so ist 
|d*Ind 9==s r , gö\ Ind, 9 = fi ' p, i ( 
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die Gleichung (4.) erfordert daher, dass 

!/t/, (d_ dj\ (± dr\ 

(4 ._e )rT _L T L- + (e l -e 1 )r 17 |~ ,-S- + (,,- «,)r, £ — 1 
»od(i-,i,4). 

V r 1 r, ' r, / 
Aus dieser Congruenz folgt aber sofort, dass 

(6.) e'-e = o-^, e ;- ei = a,^, e ;-e, = «,^-, 

wo o, «,, a, ganze Zahlen sind. Man hat daher stalt der Congruenz 5 
die folgende: 

(7.) ar^^ + a^m + a^^&^O mod«, i„ 
p r i *i r « *i 

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (6.) mit p ( c,c ^ ,c ') , die iwdk 

mi t p, ^ 0 "^ , die drille mit p a (c,c " c,) und addirt, so erhält man mit Röci- 

sieht auf die Congruenz (3.) 

Wenn zwischen einer Anzahl disponibler Grössen eine Congrnenz (modi 
hesteht, so ist die Anzahl der zulässigen Werthe der m" Theil der Aniak 
aller Grössen. Daher ist in Folge der Congruenz (1.) die Anzahl der Faclom 
des Producles in der Gleichung (2.) gleich 

(C,C,,C,) T • 

Aus den Gleichungen (6.) und den Congruenzen (7.) und (8.) folgt aber, das 
eine im Producte // der Gleichung (2.) vorkommende Wurzel der Einheit 

genau — ^— ^ — ä ' (i i i ) ma * vor kommt, wenn o der grösste Factor d* 
T ri p,i, r.i, <; 

grössten gemeinschaftlichen Theilers von (t, », , <a) und (c, c,,c,) ist, für den 
als Modul die Congruenzen: 



(9,1 
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die eine eiiie identische Folge der anderen ist. Hierzu ist aber nothwendig 
und hinreichend, dass identisch 

( r9l * A_ (',.0(c,O _ ri9 ^JL ( g .> c ») = o modo, 
l V1 p p,i, t c, '*p, pi t, c 

(10., r^^i^^-r,^^^-^! = 0 modo, 



Es ist in diesem Systeme von Congrucnzen und in dem Systeme (9.) zu be- 
achten, dass (c, c, , Ci) = (c, c,) = (c, Cj) = (c,, Cj). 

d d t d t ^ 

p ' p, ' r, 



Der Modul a darf mit keiner der Zahlen — r, — - — V, 

PI P,t, Pjlj 



einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn gesetzt a hätte mit 4 einen 

gemeinschaftlichen Theiler ß, so wfire ß nach der ersten Congruenz (10.) 

auch Theiler von r^4- Da er aber zu r-A--^^ prim 

p,i, p i c, P,f, P i 

und Theiler von c,^-^ ist, so ist er entweder Theiler von oder auch 

c, ' c, 

kein Theiler von p,^-^, da <>, zu c, prim ist; also müsste der gemein- 
schaftliche Theiler ß von a und 4- ein Theiler von sein. Ebenso folgt 

PI c, e 

aus der zweiten Congruenz (10.), dass ß ein Theiler von v ' 1 ■ sein mflsste; 

was aber absurd ist, da und keinen gemeinschaftlichen Theiler 

c > e * d d 

haben (s. No. 2). Auf eine ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit -4- und — *- 

p, », p, i, 

keinen gemeinschaftlichen Theiler bat. — Es habe ferner a mit — einen ge- 
meinschaftlichen Theiler y, so müsste dieser nach der ersten Congruenz (10.) 



Theiler von r lP ^--t^-^^- sein. Da er aber zu qL^SSnhL prim 

lr P, P« I, C P, PI c 

ist, so müsste er ein Theiler von sein. Nun aber ist derselbe Theiler 

*» . . 

von t,^-^, folglich entweder Theiler von oder auch nicht Theiler von 

r, , da r, zu i, prim ist ; also müsste y Theiler von sein. Ebenso 



folgt aus der zweiten Congruenz (10.), dass y Theiler von sein müsste. 
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was aber absurd ist, da ^V'^ und ^V' - keinen gemeinschaftlichen Theiler 

' ' i' i' 

haben. Auf ähnliche Weise wird gezeigt, dass a mit - 1 - und — keinen ge- 

meinschaftlichen Theiler hat. 

Ein gemeinschaftlicher Theiler « von a und S£l^s1 mass nac h der 

ersten Congruenz (10.) auch Theiler von ry,— ^(hih^JSihL sein. Da 
er aber prim zu A-^-^jL und Theiler von i^H^- ist, so ist er entweder 

Theiler von (>, ^'".'^ oder auch nicht Theiler von ry /'"/^ , weil r zu i 

prim ist. Ware daher « nicht Theiler von -^A— , so müssle es mit q 1 einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu c, prim ist. Aus der 
zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen, dass dieser Theiler auch prim 
zu c 2 wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein Divisor von e, welches 

(c c ) 

selbst Theiler von ^ " — ist, prim zu c, und zu c 2 sei. Also müssle der 

(c c ") (i * ) 

grösste gemeinschaftliche Theiler von a und auch Theiler von . 

sein. Umgekehrt heisse £ der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und 

^'V — , so muss dieser nach der ersten Congruenz (10.) Theiler von 

pil^ ftOU.O sein . Er ist aber rim BU IlJLML und Theil er von 

c ( - C|1 c — , daher entweder Theiler von r t oder auch nicht Theiler von 

c c 

ri( ,i£LiSl, weil (.zuc prim ist. Wäre daher £ nicht Theiler von -^«1, 
so müsste es mit r, einen gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu 
i, prim wäre. Aus der zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen, dass 
dieser Theiler auch prim zu i, wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein 

Divisor von £, welches selbst Theiler von '.'^ ist, prim zu t, und t, sei. 
Also ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von a un d ftiisl auch Theiler 
von c • Aus beiden Schlüssen zusammen ergiebt sich, dass der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von a und Ü-^il mit dem grössten gemeinschaft- 

(c c ~) 

liehen Theiler von a und v " tJ übereinstimmt. Da aber a Divisor von 

c 

i ( tt '. , *) und c-^— ist, so folgt, wenn man mit x den grössten gemein- 
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schaftlichen Theiler von t und c bezeichnet, dass a ein gemeinschaftlicher 
Theiler von / ' and (c, c„ c,) ist. Aehnlich schliesst man, dass a ein 

gemeinschaftlicher Theiler von y A und (c, c,,e 2 ) und auch von y a ^V — 

'i *• 
und (c, c,, C]) ist, wo Xi un d respective die grössten gemeinschaftlichen 

Theiler von ij und c, und von und c, bedeuten. Daher ist o der grösste 
Divisor des grössten gemeinschaftlichen Theilers der vier Zahlen x^j 1 ^-, 

Xi fo.' — , ^'-''^ ■» (c, c,,^), für den noch die Congruenzen (10.) bestehen, 
•i 't 

Vergleicht man das System der Congruenzen (10.) mit dem Systeme 
(5.) in No. 2, so ergiebt sich, dass a mit dem dortigen y< übereinstimmt, 
daher ist 

d d, d t (t, <„«,) _ d d, d, Ci,yQ = 

Daher kommt eine im Producte 77 der Gleichung (2.) vorhandene Wurzel 
der Einheit genau -2^ = wraal vor; und da die Anzahl aller vorkommenden 

gleich , so folgt, dass alle Wurzeln der Einheit vorkommen, und 
jede « mal. Dieser Nachweis war das zweite Erfordemiss zur Begründung 
der Gleichung (2.). 

Sind ei, ei, ... wieder Zahlen respective aus den Reihen 0, 1, ... 

-Z4J^— 1, 0, 1, ... welche der Congruenz: 

0 & 

(1".) eip,— -feiej— + ^ 0 mod<9 
genügen, wo c'^ jetzt den grössten gemeinschaftlichen Theiler von J„ und (J,,(T 3 ,... 
<*„-n bedeutet und $ H = -y- ist, so hat man analog der Gleichung (2.) 

M 

Es sei c^se^.c),, wo eine ganze Zahl ist; multiplicirt man die Congruenz 
(1".) mit cT, so erhält man gemäss der Relation t=<P# 

ei(>i«i — + eip,a J — H — = 0 modr. 

Setzt man c,a, = ei', e> 2 = eV, . . ., so geht diese Congruenz über in: 

Journal für Mathematik Bd. LXV. Htft 1. 12 
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d" ) e i ' C»i -7-+ «i'd -£- + ••• ^ 0 modr, 
und, weil <J, =«,(),, Ji' = «i^t ••••> die Gleichung (2 n .) in 

m (zt) " «,"...7 7<™^ ni<ic- 

\ P 

wo das Producl sich auf alle Zahlen respeclive der Rethen 0, 1 , ... 

l±p±-i, 0, 1, ... -^^-1, ... bezieht, welche der Congruenz (IV 
genügen , da, wie man leicht sieht, die Grössen e, e' t , . . . , wenn sie dieser 
Congruenz genügen, von selbst respective durch o, , « 2 , ... theilhar sein 
müssen. — Man kann also in der Gleichung (2'.) die oberen Indices der 
Grössen e weglassen und das Product IT über alle VYerthe der Grössen e,, 
e 2 , ... aus den eben angegebenen Zahlenreihen erstrecken, welche der Con- 
gruenz (1.) genügen, nachdem man darin e gleich Null gesetzt hat. 

6. 

Substiluirt man in dem Ausdrucke R (Gleichung (2.) in Nr. 4) für jeden 
r~ I ' • • • / r~ I ••• s€ ' nen W ertn aus den Gleichungen (2. 

und (2*.j der vorigen Nummer, entwickelt die einzelnen Factoren in Reiben, 
und multiplicirt diejenigen mit einander, die zu demselben Werthsysteme der 
Grössen e gehören, so erhfllt man: 

jeö'lndm e t ö\ lad, m t e t S' t Indern 

(l.) r = (»— l) n — — — 



In dieser Gleichung bezieht sich das Productzeichen ff auf alle -3^- Werth- 
systeme e, e,, e, , . . ., die der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genügen, 
das Summenzeichen 2 m jedesmal auf alle positiven ganzen Zahlen, für welche 
dio vorhandenen Indices einen Sinn haben. Wenn z. B. e = 0, e,, e ? , ... 
aber von Null verschieden sind, so bezieht sich JS m auf alle Zahlen, die mit 

»' = keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Den Grenz werth des Ausdruckes R für «—1 finden wir mit Hülfe der 
von Dirichiet in der Abhandlung über die arithmetische Progression gegebenen 
Gleichungen: 
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(2.) Hm(,-l)^-i- (für = i. 



(3.) sj- >' m h -=JJ±l h i! ^ dx . 

m » i-x"' 

In der letzten Gleichung sind y, y^y^i • • • S aaze Zahlen, die nicht alle zu- 
gleich verschwinden; das Summenzeichen links bezieht sich auf alle positiven 
ganzen Zahlen, für welche die vorkommenden Indices einen Sinn haben, das 
Summenzeichen rechts auf alle Zahlen < und prim zu «,, wo n, den 
Complex aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpotenzen bezeichnet, in 
Bezug auf welche liukcrhand Indices vorkommen, während die Integration 
auf reellem Wege von 0 bis 1 auszuführen ist. In der Gleichung ,2.) da- 
gegen bezieht sich das Summenzeichen auf alle positiven ganzen Zahlen. 
Setzt 



m — I 



(4.) t y y yx) = ^r^m^lnd^.y^m ^ 
7>Yt>/i> — 

wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m kleiner als n t und prim 
zu i», bezieht, und ist i» t eine primitive Wurzel der Gleichung x"> = 1, so 
erhält man durch Zerlegung in Partialbrüche aus Gleichung (3.) 

^Ind^d.^.Iud,,,, ^ 

» = " ^.rrr.,J Wl) J 

Hieraus folgt: 

t y In d m Ind, m g>, Ind t m 

(5.) " 

' = -Tf ,f r.r,.T..JO[^ t ^ + f (1- f )v'-l], 

wo e(tuS) = — tu'i)(l — tu~'), welches eine von Kummer mit dem Namen 
Kreistheilungaeinheit belegte complexe Einheit ist. 

Ist z. B. n i =p"p">pi* und z, a 2 respeclive primitive W urzeln der 
Gleichungen a p =1, j^ 1 ' = 1, sf*' = 1, so ist 

wo 2 uy «2^,, -2"^, sich respective auf alle Zahlen kleiner als />" und ohne 
den Theiler p, kleiner als p'l> und ohne den Theiler />,, kleiner als p" und 
ohne den Theiler p 2 beziehen. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn / mit n, den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler p 9 p^pP hat, f f y (wj) verschwindet, 

12* 
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ausser wenn y = 0 modp*, y t =0 modpf>, y^O modp?\ Umgekehrt wenn 
die höchsten in y, y t , y 7 enthaltenen Polenzen von p, p,, p, respective p*, 
PiS Ps' sind, so verschwindet f (a>{), ausser wenn / = 0 moip ? p"'p^. 
Hieraus folgt, wenn y = y'p 9 , y i = y\p\^ y 1 =y' 2 p^* and y', y\ respective 
nicht mehr durch p, p,, p 7 theilbar sind, so ist nach Gleichung (5.) 

g Ind m g t Ind, m Ind t 
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wo die Summation rechts sich auf alle Werthe von / kleiner als p—*pf'-*>p$*-** 
nnd prim zu », bezieht. — Setzt man für eine dieser Zahlen /, fa = m' mod»,, 
so durchlauft m' mit m alle Werthe, die kleiner als *, und prim zu n, sind, 
nnd man erhält 

{ UPVM') = .-ylnd/.-y.L.d./.-y.Ind.l , (jfftwV) 

Daher geht die Gleichung (7.) über in: 

^Indm^/.Ind.OT^.Ind.m 

-N.(-K^-)+f(i-!MfE-)M], 

wo rechts so wie in Gleichung (7.) zu summiren ist. 
Man findet nunmehr ohne Mühe: 
i) wenn y+yi+y* eine gerade Zahl ist, 

Ind m g t Ind, m Ind, m 



(9.) 



2) wenn y+yi + y 7 eine ungerade Zahl ist, 

Indm ^y, Ind, m g t Ind, m 



(io.) 



1 
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In beiden Gleichungen ist rechterhand so wie in (7.) und (8.) zu summiren — 
Setzt man p°~* pl' - *' p" = n, , so ist 

eW)eW+-'0e(«! +a -'0 . . . e („J+Cp'pW-O»; ) = e^W). 
Ferner ist: 

e>'^y + "') e («.' +J "0..-(a.' + ( ^ _,) "') - .(-{), 
wo ut eine primitive Wurzel der Gleichung x" = 1 bedeutet. Hieraus folgt: 

1) wenn y+yi + y, eine gerade Zahl ist, 

/ £ ylndm t y, Ind, m ^ t Ind, m 

) ' m " 

t9 °' L _±, (^**W-' w v*^'*r* l, *'iH.(- , >. 

\ "| 7*7\<7% 

2) wenn y+y. + y, eine ungerade Zahl ist, 

t r Ind m t y, Ind, m y, Ind, m 
- m 

\ nn, J*7\i7\ 

die Suromationen rechter Hand in beiden Gleichungen sind auf alle Zahlen 
kleiner als it und prim zu n, zu beziehen. 

Wir können nunmehr zur Bestimmung des Grenzwerthes von R 
übergehen. 

Es bedeute für irgend einen Factor des Productes in Gleichung (1.) 
n. das Product aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpolenzen, denen 

nicht verschwindende Werthe der resp. Grössen e entsprechen, w eine 

primitive Wurzel der Gleichung x *•*••'»— = 1, p*, pp, . . . respective den 
grössten gemeinschaftlichen Tbeiler von p", />"', p">, ... und e, e,, e,, . . ., 
und man setze, 

wo sich die Summation auf alle Werthe von /, die kleiner sind als n „ 
und prim zu dieser Zahl, bezieht. Es sei nunmehr 
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wo sich das Produetteichen auf alle mit der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer verträglichen Combinationen der Grössen e, mit Ausnahme der Com- 
bination 0, 0, 0, . . . 0, bezieht, so dass die Anzahl der Factoren von A gleich 
— 1. Eine genauere Discussion des Ausdruckes A würde zeigen, dass 

er die Gestalt />'$■/»*'..., wo die Exponenten e, * 2 , ... rationale Werthe 
haben, annimmt. Wir gehen jedoch aus dem Grunde auf die Ermittelung dieser 
Exponenten nicht ein, weil es zweckmassiger scheint, den Ausdruck A in Ver- 
bindung mit einer Determinante im Schlussausdrucke der Klassenanzahl zn 
betrachten, gegen die er sich wegheben muss. 

Es seien ferner /, /,, / 3 , ... respective die kleinsten Reste von /, 
Ix, Ix 2 , Ix 1 , ... in od» und 

nS, = /+A-r4 + / J + - • 
so weil fortgesetzt bis das erste Glied wiederkehrt, so hat man in Folge der 
Congruenz (1.) in Nr. 5 

e 3' Ind t g - e, d, Ind, t § - e t 9, Ind, / , 
_ v* e — ed'Ind/ c — e, Ö Ind. I z — e t d' Ind./ « 

wo die erste Summe auf alle Werth» von /, die kleiner als n und prim 
zu sind, zu beziehen ist, die zweite Summe auf solche von diesen 

Zahlen, wovon nicht der Quotient zweier einer Polenz von x nach dem 
Modul n congruent ist. Wir setzen diese zweite Summe 

^^-.d'Ind^—.d.Ind./^-e.i.Ind,/ S/ = ^ ^ ^ _ } _ 

Es sei ferner 

E(io') = e(u>')e (tü'")e (to''')... 

so weit fortgesetzt bis der erste Factor wiederkehrt, und 

1) für den Fall dass r ungerade, oder r gerade ohne dass *' T = —1 mod» 
^- ed'lnd 1^- e, &\ Ind, l.- e, d, Ind t / |()g ß ^ 

= 2Z,r •* Ind fe- lnd « 'ir <• a « Ind . ' . . | 0 g£(«>') = 2L(e, e, , . . .) ; 
2} für den Fall, dass t gerade und >r' T tt — 1 mod« 
^-edMnd^-e, d.Ind,/^,, d,Ind,/ 

= ^-^'^/^-M'.Ind./^d.Ind,/ = r(e>en ^.. 0 . 

wo die Summen L und sich auf die Werthe von / bezieben, die prim zn 
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n e e e s ' nd und wovon der Quolieiit je zweier nicht congruent einer Potenz 
von * (mod») und die unterhalb j« für L und unterhalb n für L' liegen. 

Unter den Grössen , J, , . . . enthalte J die höchste Potenz von 2, 
welche Oberhaupt in einer derselben als Factor vorkommt Alsdann sind die 
Zahlen o*,, ... sammtlich ungerade, und daher e, -f e J <)',4--=Ci-He 1 + - 
(mod 2). Man bestimme nun alle Systeme der Grössen e,, e,. welche 
der Congruenz 

e t P, (C> C| '** ' ' ' 0 + e, p, (c> c " c Ct ' ' * 0 4- • • En 0 mod (r,C| c C } - 

genügen. Es sei für irgend eines dieser Systeme 

e t P| C£l£li_^_liO. + C} ^ C c » c ■ > • • 0 + . . . _ g (c,c,,c„-..)^ 

so muss der zugehörige Werth von e der Congruenz: 

ep-f-G = 0 mode 
genügen. — Ist nun e„ e,, ... ein System, welches der ersten Congruenz 

genügt, so ist auch e t -\-k- ' '' '* " , e 2 , ... ein solches System, wenn k 
eine beliebige ganze Zahl bedeutet und die erste Grösse nach dem Modul 

reducirt ist. Da aber der letztere Modul eine gerade Zahl ist, so bat 

diese Reduction auf den Charakter der Summe e t -\-et + — in Bezug auf den 

Modul 2 keinen Einfluss, und weil (c ' c,,c } ungerade ist, so folgt daraus, 
dass diese Summe ebenso oft gerade als ungerade ist. Ist <f gerade, so ist 
««T+e^ + ejC^H — = e,-} e 7 +--(mod2), daher wird auch die erstere Summe 
ebensooft gerade als ungerade. Ist aber J' ungerade, so muss man die 
Fälle unterscheiden, wenn auch J also auch c ungerade, oder wenn das 
Gegentheil stattGndet. Im ersleren Falle sei e, e M e?, ... ein der Congruenz 
(1.) der vorigen Nummer genügendes System, so bilden auch die Grössen 

e+Ac, e,, 4, .. . fflr 4r= 1, 2, . . . ^-^.—1 ein solches. Da aber c un- 
gerade ist, so wird «T+e^ + e,«^-!- ... ebenso oft gerade als ungerade. Im 
anderen Falle, wo c gerade ist, ist G~2£e ( mod 2, wenn die Summe sich 
auf diejenigen der Indices 1, 2, ... bezieht, für welche c e dieselbe Potenz 
von 2 enthält wie c. — Es muss aber c \-G=0 mod 2 sein, und daher 
eo* -f e, if t + e d t H — congruent der Summe der übrigen Grössen e (mod2). 
Diese Summe aber ist ebensooft gerade als ungerade, da, wenn z. B. e, ein 
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Glied derselben ist, e,+ k {c '°" c " "• } ebenfalls ein Glied einer solchen Summe 

c 

ist. Es ist also in allen Fällen «*F -f-c^ + e, + ebenso oft gerade als 
ungerade, ausser wenn alle Grössen c eine gleich hohe Potenz von 2 ent- 
halten. Dieser Fall tritt aber dann und nur dann ein, wenn x gerade und 
x |T = — 1 modn, und in diesem Falle ist die Summe et^ + e, J I +e 2 o*,4--' 
stets gerade. — 

Setzt man endlich 

nK(e, c,, e,,...) = P, nL(e, e,,*,,...) = Q, fIL'(e f e l ,e 2 ,...) = Q', 

wo das erste Productzeichen sich auf alle der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer genügenden Werthsysteme der Grössen e bezieht, für welche 
etf'-f e^i+ej^i-f ••• eine ungerade Zahl ist, wahrend sich das zweite und dritte 
Product auf alle diejenigen Systeme beziehen, für welche etf'-f-e,cJ, + *i<f»4- " 
eine gerade Zahl ist, so erhält man schliesslich: 

1) wenn t ungerade, oder t gerade und x lr nichl = —1 modn 

VC) ■ yt«) y(») . y(*) 

(11.) limÄ = (-1) " . } /(-l) lf .2 21 .n u A.P.Q, 

für « = 1 

2) wenn t gerade und x* r = -l modn 

(11°.) \imR = -A.Q'. 

fflr « = 1 

7. 

Ehe wir zu der zweiten Summationsweise der Reihe R, wie sie die 
Dirichletsche Methode erfordert, übergehen, ist es nothwendig, Einiges über die 
complexen Einheiten in n voranzuschicken. 

Ist n eine ungerade Zahl, so besitzt, wie Kronecker (dieses Journal 
Bd. 53, pag. 176) gezeigt hat, jede complexe Einheit in der Theorie der com- 
plexen Zahlen in u>, E{w), die Eigenschaft, dass 

E(u)- 1 ) = ±tw*£(to), 
wo A eine ganze Zahl bedeutet. Da für eine complexe Einheit in n die Glei- 
chungen E(oj) = E{wi*) = E(u)*') = ••• = E(w*' *) statt haben, so ist, wenn t 

gerade und x*'~— 1 modn, E(u>** ) = E(io~ > ) =E(w), oder es sind in diesem 
Falle alle Einheiten real. Ist aber x ungerade, oder x gerade und x** nicht 
~— 1 modn, so folgt aus den beiden Gleichungen E(w~') = ±(o h E{vo) und 
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E (u)-') =E(io~ l ) = ± ta h *E (o/) = + to h 'E (w), dass m^-v^i, oder A(*-1) = 0 
modn. Es habe daher x— 1 mit n den grössten gemeinschaftlichen Theiler *, 

so moss A = 0 mod — sein; oder tu* ist eine *" Wurzel der Einheit. Es 

t 

sei f eine Wurzel der Congruenz 2* — h = 0 mod/t, so hat E'(to) = uj'E(vj) 
die Eigenschaft, dass E'(id~ 1 ) = +E'(w). Es wird also jede complexe Einheit 
in n durch Multiplicalion mit einer Wurzel der Einheit entweder real 
oder rein imaginär. Ist n so beschaffen, dass es Einheiten der letzteren Art 
giebt, so sei E(co) irgend eine derselben, so ist E"{ui) = rea '? wenn 

£ = 0 oder 1 gesetzt wird, je nachdem in der Gleichung E(u)~ l ) — ±w h E(w) 
das obere oder untere Zeichen gilt. Es ist also E(u)) = to*E(io) f . E"{ui). 

Es werde nunmehr v — gesetzt, so ergiebt sich aus den von 
Dirichlet gegebenen Sätzen über complexe Einheiten, (Monatsberichte der 
Berliner Academie Jhrg. 1846): 

1) wenn t gerade und x^~— 1 mod», so giebt es v— 1 reale und 
positive Einheiten in n, f,(to), f 2 (to), . ... die ein Fundamentalsystem 
constiluiren, so dass jede complexe Einheit in n, E{w\ dargestellt wird durch 
die Gleichung 

(1.) E(m) = ±tM m >*,{u>) m *.-.* t - l {*) m '-\ 
WO NV], TOj, • • • positive ganze Zahlen sind. 

2) wenn r ungerade, oder t gerade und x» T nicht =—1 modn, so 
giebt es ein Fundamentalstem von \v—i realen und positiven Einheiten 
«,(u»), f 2 (to), ... * Jr _i(w). so dass in diesem Falle jede complexe Einheil in 
n, £(tw), wenn es rein imaginäre Einheiten giebt, dargestellt wird durch die 
Gleichung 

(2.) E{uj) = ±^E(^ 1 (o ) ) m ' fj ( W ) m »... flt _ 1 {«;) w »''- 1 , 

wo to,, ... m }r _i ganze Zahlen sind, und tu' eine $" Wurzel der Einheit 
bedeutet, und wo £ = 0 oder 1 zu setzen ist. — 

Wenn es keine rein imaginäre Einheiten giebt, so hat man dagegen: 

(2".) E(w) = ±» # « l (o.f'* J (a.)"'... e , r _ 1 («)"»'- 1 . 
Bezeichnet man die Anzahl der nicht äquivalenten Klassen der idealen 
Zahlen in n mit H, und bedeutet f t {w) eine zur a ,rn Klasse gehörige ideale 
Zahl, so ist 

Jonmal filr Mathematik Bd LXV. Uvft 2. 13 
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wo sich auf alle verschiedenen idealen Zahlen der Klasse bezieht 
und wo mit f(to) jede wirkliche complexe Zahl bezeichnet wird. Es ist nun- 
mehr leicht zu zeigen, dnss die Grenzwerthe dieser einzelnen Summen für 
s = 1 unter einander gleich sind, so dass 

(3) lim/t = H\im2-^-£y für*=1, 

wo die Summe rechter Hand.sich nuf alle wirklichen complexen Zahlen in -i 
bezieht, die nicht durch blosse Einheitsfactoren verschieden sind. — Die Unter- 
suchung des Grenzwerthes dieser Summe erfordert die Unterscheidung der 
beiden Fälle: erstens t ungerade oder t gerade und x" nicht =—1 raod», 
zwoitens r gerade und **' ^ -1 modi». 

I. r ungerade, oder r gerade und xl T uiebt = — 1 modn. 

Bezeichnet man den Grenzwerlh der Summe ~ fjv/ö^« für »=1 mit ü, 
so ergiebl sich aus den von Dirichlal und Kummer entwickelten Principien, dass 

G== ¥^ Vm T fflr r= ~' 

wenn N die Anzahl der Glieder der Reihe bezeichnet, für die Nf(<o)<T, 
und wo die Coefficienlen o,,, «i, Oj, ... in 

f(w) = a u + a l (ß+a i u>''-\ [-«yo-it»^"' 

ausser durch die <p(n) Gleichungen vertretende Bedingungsgleichung 

(4.) />") = f{w) 
durch das folgende System von Gleichungen eingeschränkt werden: 

*£A(a> r 'K = J<[*A" r ')/> r -% 

= liieren*'-*)), 

In diesen Gleichungen bedeuten £3(0)), ... <|,_i(ü>) zu einem Fundn- 

mentalsysteme zusammengehörige reale und positive Einheilen in 71, die Grösse 
c eine beliebige Constante, r,, r 3 , . . . r„ die v Zahlen, welche kleiner als *, 
prim zu h, und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
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von x (modra), und endlich s 2 , ... zwischen Null und Eins liegende 
Zahlenwerthe. Mit dem Symbol / wird der natürliche Logarithmus bezeichnet, 
und r_, ist gleich n — r 4 . Endlich muss £=1 oder Null gesetzt werden, je 
nachdem eino rein imaginäre Einheit in n existirt oder nicht existirt. 
Setzt man a a = a a .t für a = 0, 1, . . ., </>(«) — 1, und 

f[m) = a 1 ' 1 +fl>q-fl> ^ -^-... + o; ( . ) _ I o> v( " , -^ 

so dass f{(o) = ^^ w \ nimmt man ferner c = -p- an, so hat man in dem 

Ausdrucke G^mSj——^ für jeden Coefficienten a die Glieder einer 

L r J 

nach positiver und negativer Seite sich ins Unendliche erstrechenden arithme- 
tischen Reihe mit der Differenz / und dem Anfangsgliede 0 zu nehmen, welche 
mit den Bedingungen 

(6.) />>*) = A», 

(7) rSWo«. = i/[r(<AvV-')], 

verträglich sind. — Nimmt man T = an, so geht die Bedingungsgleichung 
Ä^<Tüber in: 

(8.) AY»<1. 
Nimmt man / unendlich klein, so werden die Coefficienten in /"(tu) reale 
Variabein. Sind nun n r , jr r , ... die primitiven Perioden , so genügen 

dieselben bekanntlich einer algebraischen Gleichung F(x)=0, in der die Coef- 
ficienten ganzzahlig und der Coefficient der höchsten Potenz von x die Einheit 
ist. Da wir (s. No. 3) annehmen können, dass die primitiven Perioden nicht 
verschwinden, so können auch nicht zwei derselben einander gleich sein (vergl. 
die o. a. Abb. von Kummer vom Jahre 1856 §. 2, und meine o. a. Arbeil 
No. 4). Daher folgt bekanntlich aus der Gleichung (6.), dass 

(9.) f'{t» r <) = Xv+x^+x^+.-. + x^n'- 1 

13* ' 
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für a=1, 2, ... v, gesetzt werden darf, wo x,„ x,, x,, ... x r _, reale 
Grössen sind. Daher ist 

1 /' <r) 

( 10 ) G = 2^277 d* t dx,...dxr-n 

/(') 
ein y fache» auf die Variabein x„, X|, ... x^, erstrecktes Integral 

ist, mit den durch die Gleichungen (7.) und (8.) ausgedrückten Grenzbedin- 
gungen. — Es sei 

(11.) y. = /> r -), 

fahrt man mit Hülfe der v Gleichungen (9.) die Variabein y an die Stelle der 
Variabein x in das Integral (10.) ein, und setzt die nicht verschwindende 
Determinante 



i n n\ ... jir' 



1 n_ 



1 n n} 
r r t , 



nT 1 



. . .. n 



r— I 



= D, 



so ist bekanntlich 



die Grenzbedingungen (7.) und (8.) werden: 



(13.) 



(14.) jfiyi -.jfr < 1. 
Die Variabein und y_« haben conjugirte imaginäre Werthe. Setzt man daher 
(15.) /y. = « 4 +«j, + «Y-l, h-* = «*-"t*+. t-i 

für a = 1, 2, . . . |r, und Iransformirt das Integral (12.) in die Variabein m, 
so findet man ohne Mühe 

(16.) G = (-1 )^.^~l.f iv) e 2u * e 2 "*. . . e^du.du, . . . <fo |r . d«„ +1 <fr„ +J . . . du.. 
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(17.) 



IfAf«/**'- 1 )*. 



= « 



\v— 1 1 



(18.) e 2 "'e 2 V..e 2u *' < 1. 

In diesen kommen die Variablen «,,+1, u Jr+ ,, . . . w, nicht vor, and man hal 
daher in Bezug auf jede derselben zwischen den Grenzen -\n und + \n zu 
integriren. Aus (18.) folgt, dass man in Bezug auf zwischen den 

Grenzen e 2u *" = 0 und e 2 "»' = e~ 2 "' e -2 "' . . . e -2 "»-' zu integriren hat. 
Daher ist 

- — ^-7^ J du l dih...du lr _ l , 



(19.) G = 



mit der einzigen Grenzbedingung (17.) — Setzt man die Determinante 

/«,(«/•') l (i (w r >) . . . /v-it«/" 1 ) 
/*,(«/*) /«,(o, r «) . . . /e |r _ I (tu r .) = ^ 

/«,(«/>-') /« I (to r *- 1 ) . . . /v-ifV*'- 1 ) 

so verschwindet bekanntlich diese Determinante nicht, weil <,(co), *i(u>), ... 
*»»-i( o 0 e > n Fundamentalsystem constituiren. Man hat daher 

wo die Integralion in Bezug auf jede der Variabein 9 zwischen den Grenzen 
0 und 1 auszufahren ist. Es ist also endlich 

(20.) G = <-0"-^-»-* . 

Hieraus folgt mit Hülfe der Gleichung (3.) 

(21, mr = 



*=1 
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Setzt man diesen Werth von liraß dem in No. 6 Gleichung (11) gefundenen 
gleich, so erhÄlt man 

(22.) // = (-\r->.^±?-.^. 

II. r gerade und x*' = — I modn. 
In diesem Falle ist 

G = ]lim-£- für T=*. 

An die Stelle der Gleichungen (5.) treten die folgenden: 

(23) jffc> r, )5. - i'[c/> r 'n, 

* • 

wo wiederum f|(tu), * 3 (t«), ... *,_i(u>) reale positive Einheiten sind, die ein 
Fundamentalsystem constituiren. — Es ergiebt sich auf analoge Weise wie 
im Falle I. 

(24.) G = ^/"dy^-dg,, 

wo Jfi« y*, y r reale Variabein sind, und die Integration den folgenden 
Grenzbedingungen gemäss geschehen muss: 

i 'i>> r ')* 4 - \ty\, 
(25.) ?A(« r ')*. - 

(26.) jr,y,...y r < 1. 
Die zweite derselben erfordert, dass in Bezug auf zwischen den Grenzen 0 

und TT. — Z — inlegrirt werde. Führt man diese Integration aus, und setzt 

•»* = logy« für a = 1, 2, . . . v— 1, 
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wo «j, »2, ... «,_, reale Variabein sind und die Integration den folgenden 
Grenzgleichungen gemäss geschehen muss: 

U-i r 
(28.) (f»')*. = I«,, 

* • 

Führt man in das Integral (27.) die Variabein * 2 , • • • ein, in Bezug 
auf welche zwischen den Grenzen 0 und 1 zu integriren ist, und setzt die 
Determinante: 



/*,(•/•) /«,(«/••) . . . /* r _ I (a, r ') 
/*,(ai r *) /«,(cu r «) . . . /«„_,(«/■•) 



so folgt 
Endlich ist 



(29.) C = 



= A', 



(30.) limÄ = 
*= l 

Setzt man diesen Werth von limfi dem in der vorigen Nummer 
gefundenen gleich, so erhält man: 

(31.) H = -20.j1. -gr 



(11-.) 



8. 



Die Bestimmung der Klassenanzahl der idealen Zahlen in n lflsst we- 
sentliche Vereinfachungen zu, wenn » keinen quadratischen Factor enthält, 
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d.h. wenn w = pp t piPs- • • , wo p, p t , p 7 . p s , ... lauler verschiedene, un- 
gerade Primzahlen sind. Es scheint daher nicht unangemessen, diesen Fall 
besonders zu behandeln. 

Ist h durch keinen quadratischen Factor theilbar, so Imst sich jede 
complexe Zahl in w stets und nur auf eine einsige Weite in die folgende Form 
bringen: 

(1.) /» - «,cü r ' + « 2 t» r, + ••• + «,«.) w r * ( * ) , 
#ro «,, «!, • • ganze Zahlen, und r, , r,, ... r v( „, rf/c Zahlen bedeuten, 
welche kleiner als n und prim zu n sind. 

Denn ist tw 1 ' eine nicht primitive Wurzel der Gleichung s" — 1 , und 
ist z. B. {> = app l . wo « prim zu p,p } . . . ist, und sind /?,, ß 2 * ... die Zahlen, 
welche kleiner als pp t und prim zu dieser Zahl, so hat man die Gleichung: 

(2.) u> a Pl ) >(i-io {i >W>--oAl'<P>- ) = 0. 

Hieraus folgt , dass man jede nicht primitive Wurzel der Gleichung x" = 1 
und folglich jede complexe Zahl in die Form (1.) setzen kann. — Es er- 
giebt sich hieraus ferner ohne Mühe, dass die Determinante 

«/"• a> r « ... ui r ' ,( "» 

u/* r ' to rir « . . . u> r « r »<"J 

* • 

■ 

ü ,'V»> r . tü r «c» r . . . . ü /Vo'V<"> 

nicht verschwindet, wenn r, = 1 angenommen wird; und hieraus ergiebt sich, 
dass man f(vj) nur auf eine Weise in die Form (1.) setzen kann. — Ist 
daher f[v>') = />;,. so hat f[io) die Gestalt 

;3.) /» - <i,.f -frt^T +--T- a, Ti , 

wo a,, ... a, ganze Zahlen und r,, r , . ... r, die »' Zahlen bedeuten, 
welche kleiner als n und prim zu «. und wovon der Quotient je zweier nicht 
congruent einer Potenz von x (mod*\ 
Es sei nun 

1. -i ungerade, oder t gerade und x il nicht =rr —1 mod«. 
so tritt an die Stelle der Gleichung (10.) der vorigen Nummer die folgende: 

(4 ) <> - ^^J^' ) da l da 1 ...da v . 
In der Gleichung (12.) der vorigen Nummer ist an die Stelle der Deter- 
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zu setzen, wo r, = 1 angenommen wird. 

Im gegenwärtigen Falle sind die in No. 5 -eingeführten Grössen e. <?,, 
ej, ... respeclive durch p, p t , p„ ... nicht theilhar, und es ist: 

(*■) fee e ^e e e ) = ±^^' Iud/ |f' J '' In(1 ' '. . . < 

wo die Summe auf alle Zahlen / zu beziehen ist, die kleiner als » und prim 
zu «, und wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 

n = eine gerade Anzahl von Primfactoren enthüll oder eine 

e,e t n 

e > e i> e t > ••' 

ungerade. — Dieses ergiebt sich aus der Gleichung 

(6.) tu""''»»'» (+1+ t/ ,n < f + «/■"'' '•.-+...) =0, 

wenn a eine der Zahlen , die kleiner als » und prim zu derselben ist, 

e, e, , . . . 

während /?,, /? 2 , . . . sämmtliche Zahlen bedeuten, welche kleiner als n 

e,e, f ... 

und prim zu dieser Zahl sind, und wo das obere oder unlere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem n g e eine gorade oder eine ungerade Anzahl von 
Primfactoren enthält. — 

Da ,nd .» . . = i, so isl auch 

wo die Summation rechts sich auf alle Zahlen bezieht, die kleiner sind als 
« und prim zu « und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer 
Potenz von x (modn). — Die Determinante 

^'M'lndr.^V^.Ind.r. ^«'Wlndr, ^'M'.Ind.r, ^d'lndr, ^»dAu^r, 

^'M'Indr, Ind.r, geWlndr, ^>d\lnd t r t ^M'Indr.^d'.Ind.r, 

^"i'Indr.^i', Ind.r, ^'«'Indr.^J'.Ind.r, g^'H^ndr, lud, r> 

wo e (4) , e^, et?, ... für a= 1, 2, ... v alle statthaften v Combinationen der 
Grössen e, e„ e,, ... darstellen, hat die Eigenschaft, bis auf's Vorseichen 
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unverändert zu bleiben, wenn man an die Stelle von £, . . . respective 

^r', $"7 5 , . . . setzt. Nach dieser Veränderung heisse die Determinante 
J t , so ist leicht zu zeigen, dass J. =- ±J 7 ~ v Y . — Man bilde nunmehr das 
Product der Determinanten J und E. so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung (6.): 
J.E = ±JMf (ai ), oder 

(8.) E=±/lf ee (cu ), 

wo das Product den Zähler des Ausdruckes A in Nr. 6 bedeutet. — 
Der Ausdruck für die Klassenanzahl wird in unserem Falle: 

(9.) // = { -\f-K^±^.^. 
Das Product /7f (<o ) lässt sich vermittelst der Gleichung (6.) in 

•e,e l ,.... «r,e,,... 

No. 6 in der Form p l p\'p\ 1 ... darstellen, und es ist nicht schwer zu zeigen, 
dass n» ee i der Nenner des Ausdruckes A, gleich ist p^.p^'.pf*'.... 
Hieraus ergiebt sich, dass 

4 = nf \ü ) = ±V dh ^£ = ± 1 

Der Ausdruck (9.) wird daher, abgesehen vom Vorzeichen, 

1*0.) ff - 2>r _,_u . g . 

Ist 

II. t gerade und x' r = —1 mod«. 
so findet man auf ähnliche Weise, abgesehen vom Vorzeichen, 

(11.) H = 

9. 

Zum Schlüsse sei es mir erlaubt auf die Beweise zweier auf die Pe- 
rioden 7i r bezüglichen Satze, welche in der vierten Nummer meiner mehr- 
erwflbnten Arbeil enthalten sind, hier noch einmal zurückzukommen. Ich 
werde mich hierbei den daselbst angenommenen Bezeichnungen anschliessen. - 
Es wird zuerst folgender Hälfssatz bewiesen: 

Es sei 

(i.) ^.*.(«f,? c ') = 0, 

wo (mf, q c< ) die daselbst in No. 3 festgesetzte Bedeutung hat, und die Sum- 
mation sich auf solche Werthe a bezieht, die incongruent sind nach dem Modul 
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c ( , ferner werde vorausgesetzt, dass c, nicht dnrch p t thoilbar sei, und dass 

die Grössen X t rationale, ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung x n ' = i 

(wo h, ~ gesetzt ist), mit ganzzahligen Coefficienten sind, so ist X t = 0, 
Pf 

für alle YYerthe von a, auf die sich die Sumtnation bezieht. 

Denn reducirt man die Perioden (uf , q c ') mit Hülfe der Gleichung, 

n m ' 

welcher dio primitiven Wurzeln der Gleichung vT' ~ 1 genügen , derartig, 

dass im reducirten Ausdrucke R t die Exponenten von u, kleiner als p 4 TO ' ~*(p,-i) 
sind, so haben in der Gleichung 

(2.) 2,X t R. - 0 

die verschiedenen Grössen R, keine gemeinschaftliche Potenz von w, . 

Denn man hat (s. No. 2. der Arbeit) 

r m,— \ — \ _ m t — 1 -i 

(3.) R, = ^W-k' ^- 2 )+«f' Cft-3) + ... + |( ft 

worin nur Potenzen von «, enthalt, deren Exponenten kleiner als 

/>!"' — 1 (/>,— 1)i «nd yi^) nur Potenzen von u,, deren Exponenten kleiner 
als pT'~ i - — Ebenso ist, wenn a' von a verschieden: 

wo #'(w f ) und y'(w,) respective eine ähnliche Bedeutung haben, wie xM 
und y(»,)- — Aus den am Schlüsse der No. 2 der erwähnten Arbeit ange- 
stellten Betrachtungen ergiebt sich, wenn man der Kürze halber 

/•-V-2) + ^r--V-3) + ... + . f r-- , + , _ c 

setzt, dass %{*,) mit x'( u t) und Cy(w,) mit Ctf>'(u t ) keine gemeinschaftliche 
Potenz von u, enthalten. Aber ebenso wenig kann x(u t ) mit Cy'{n t ) oder 
Cif>[u f ) mit #'(«,) eine solche Potenz gemeinschaftlich haben. Denn damit 
z. B. C t \f'(u t ) mit eine gemeinschaftliche Potenz enthielte, müssle eine 

Gleichung folgender Art bestehen: 

a xc t in,— l a' sc, 
(5.) «? ' = „? -9 , 

wo x, y, * ganze Zahlen sind, d. h. es mflsate q a ~^~ xc ' = ^ a "*~ 5f ' mod/i^ ,, " _ ' 

14* 



108 Fuch», zur Theorie der complexcn Zahlen. 

sein, daher auch («-*') +J>,0r-*K ^ j mod/ ,;»'. Hieraus folgt 

(6.) (a-a')/>, + (.r-a)c,.^ = 0 mo<U f , 
wo /, die in der erwähnten Arbeil No. 3 ihm beigelegte Bedeutung hat. 
Aus (6.) folgt (a — a')p l = 0 uiodc f , oder, da c, nicht durch p t theilbar ist. 
j = b' mode,, gegen die Voraussetzung. — 

Da nun bewiesen ist, dass in der Gleichung (2.) die Grössen R, für 
Werlhe von a, die incongruent sind mode,, keine gemeinschaftliche Potenz von 
u f enthalten, so müssen nach einem Satze von Kronecker {Uowilles Journal 
B. 19) die Grössen X, für alle Werlhe von a, auf welche sich die Summalion 
in (1.) bezieht, verschwinden. 

Mit Hülfe dieses Lemma wird der Satz am Schlüsse meiner erwähnten 
Arbeit, der die Bedingungen für das Verschwinden einer Periode enthält, fol- 
gendermassen bewiesen. 

Die Allgemeinheit des Beweises wird nicht beeinträchtigt, wenn wir 
der Uebersichllichkeil wegen n - pT'pT' pT'P?' annehmen, und zwar sei 
p»> Pi~> Pi~> Pi- Ist *„ primilive Wurzel der Gleichung x w ° = 1, wo 
= pT'pf'p? 1 -, so folgt aus den Gleichungen (3.) und (4.) der No. 3dera. A 

(7.) q c >)(»f, f.) = 

Soll daher ??, verschwinden, so muss nach dem obigen Lemma ent- 
weder , q c °) = 0, oder (a,^*, q c ") = 0 sein, und zwar nach einem Satze in 
No. 1 der a. A. für jeden Werth von a. Findet ersteres nicht statt, so hat 
man also die Gleichung 

(8.) W\ «*) = 0. 
Es sei der grössle gemeinschaftliche Theiler von und Ä, gleich ß; von c 
oder und (i,, /.,) gleich y; von ^ und gleich J, so ist die Glei- 

chung (8.) gleichbedeutend mit der folgenden: 

( 9.) ^urv^-fV'-No. 

Diese wird ebenso wie die Gleichung (7.) hergeleitet, wenn w,,, = pT'p?' 
und *„, primilive Wurzel der Gleichung x H " = 1 ist. Aus derselben folgt 

nach dem obigen Lemma, dass entweder («f ,^ C °) = 0, oder , q Sc ") 
für alle Werlhe von a. — Nun aber ist der grösste gemeinschaftliche 
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Theiler von A, und (A„, A 2 , Aj) gleich dem von A, und A,, , gleich 

dem von ^ >ßd und ^-./^.-^Al, gleich Aher andererseits ist der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von A, und (A,,,A,,A,) gleich c,, demnach 

ist c, = fid. Es ist aber (y^ 0 = q p , und der Exponent, zu dem /»(modf»!"') 
gehört, gleich -j = ~ßs S y daner isl nach der Gleichung (3.) in No. 3 der 
a. A. (uf r \q 3c '>) = (v ( f C ',q c >). - Ferner ist Q±±i± der Exponent, zu dem 
q 0 » (modw,,,) gehört, und der grösste gemeinschaftliche Theiler von 

und -jf'-jf'ß gleich dem von -^—^•y und ~~'~jf7> gleich dem von ~-^ yd 

und y-^-yä, gle' cn 7 S - Bezeichnet man also den grösslen gemeinschaft- 
lichen Theiler von (A,,, A,) und (A,,A 3 ) mit r,,,, so hat man r,„=ydf. Ferner 

ist /c. „ ? t ' 4 = r - „„,, aja = ö^i.^ . c^i.,,, Daher 

ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A. g dc ») = ",/•')• - 

Mithin ist entweder («f q c ' ) = 0, oder 

(io.) (*fV") = o. 

Es sei nunmehr der grösste gemeinschaftliche Theiler von A, und r,„ gleich 
so gehört 9 r *' (mod/>5"') sum Exponenten und wenn der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von A, und r () , gleich / ist, so gehört q r °' (moip?') 
zum Exponenten Endlich sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von 

4- und A- gleich <T, so isl die Gleichung (10.) gleichbedeutend mit der 

P Y 

folgenden : 

Hieraus folgt nach dem obigen Lemma, dass entweder = 0 oder 

«9 y q r ««J = 0, für alle Wertbe von a. — Nun aber ist der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von A, und r,„, gleich dem von (A,„ A,) und A,; 
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ferner der grösste gemeinschaftliche Theiler von k s und r,„, gleich dem von 
Äj und Ai); daher ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von A, und 

(i,„ Ä^Äj) gleich dem von A, und (A,,, X,) gleich dem von ■j^-/?' und 
&jP..L.p t gleich dem von i^/W und ^A.A-.^ g i ei ch 

daher ist c, = /STcT. Nun ist ** = ^J; r (U --^-./*', / r " = ? ^ = 
r »' c< 

9 \ Daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 in der a. A. («f 9 *' r ° l ) 
= («f 'i? 0 ')- — F«™er ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von A 3 und 
(!,„*,, Ai) gleich dem von und (Ä,,. /,) gleich dem von -p-/ mi 
^jr^-'-ß /} gleich dem von y^'Y & UI| d -^7— •^fc'?'*}', gleich /o", 

daher ist Cj^'tf'. Nun aber ist A» = <F, r«, = ^--y', qr ir *' =7 ^ 

= 7*' daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A. («f ",^' r ") 

= M"VO. 

Damit also n t verschwinde, muss eine der folgenden vier Gleichungen 
erfüllt werden 

(12.) = = 0, = 0, («,,•*') «0, 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar der am Schlüsse der a. A. aufgestellte 
Salz. — 

In der No. 4 der a. A. war ferner zu zeigen, dass zwei formal ver- 
schiedene Perioden derselben Gruppe nur dann gleich sein können, wenn sie 
verschwinden. — Man kann sich beim Beweise offenbar auf primitive Pe- 
rioden beschränken (s. d. a. A.). Es seien jt, und n, irgend zwei primitive 
Perioden, und es werde angenommen, dass 

(13.) », - jf r . 

Nach der Gleichung (7.) ist diese Gleichung identisch mit der folgenden: 

(i4.) % m, ? <.)(«.<\ - (.,:«\ /•)(»:'•, /•)] = 0. 

Aus den im Beweise des obigen Lemma angestellten Betrachtungen geht her- 
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vor« dass, wenn man («^*, q c °) und («^ , 9°°) so reducirl, dass nur niedrigere 

Polenzen von «,, als die />,, • (/>„— 1)"' übrig bleiben, und die reducirlen Aus- 
drücke respective mil R a und S t bezeichnet, für zwei verschiedene Werthe 
von a weder zwei der Grössen R noch zwei der Grössen S unter sich eine 
gemeinschaftliche Potenz von w„ enthalten. Hatte nun auch kein R mit einem 
S eine Potenz von gemeinschaftlich, so erforderte die Irreductibililäl der 
Gleichung der primitiven Wurzeln im erweiterten Sinne (s. die o. a. Abhand- 
lung von Kronecker) , dass die aus den Wurzeln der Gleichung x- = 1 ge- 
bildeten Perioden (*,„ <f°) verschwinden, wodurch auch nach Gleichung (7.) 
71, = 0 wird. Enthielte aber eine der Grössen R mit einer der Grössen S eine 
gemeinschaftliche Potenz von u,,, so käme diese weder in einem anderen R 
noch in einem anderen S vor, daher müsslen in Folge der Irreducfihilitat 
zwei mit a„ gebildete Perioden einander gleich sein. Geht man von dieser 
letzteren Gleichheit aus und verfährt mit derselben wie mit der Gleichung (13.), 
so findet man, dass entweder eine mit a,„ gebildete Periode, also auch tzi 
verschwindet, oder dass zwei mit gebildete Perioden einander gleich wer- 
den. Führt man so fort, so ergiebt sich schliesslich, dass die Gleichung (13.) 
nur bestehen kann, wenn die primitiven Perioden verschwinden. 
Berlin, im Februar 1864. 
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Recherche des points a l'infim sur les surfaces 

algebriques. 

Premiere Partie. 

(Par M. L. Painmn a Douai.) 



Quelques uns des resultats que nous allons signaler pourraienl se 
drduire des notions connues sur Ics plaus tangents en des points ä distance 
finie, en appliquant ä ce» cas le principe de continuite; mais, independamment 
de Timporlancc d'une elude directe au point de vue Iogique, la methode ana- 
lytique que j'expose permet d'examiner dans tous sos dctails el ses variete« 
ia nalure du coutact des plans tangents ä l'infini, et de discuter les nom- 
breuses particularites des points multiples a Pinfini. Or, dans une foule de 
circonstances, lo mode de deduetion que j'ai indique d'nbord serait ou im- 
puissant ou peu satisfaisanl. 

Ce memoire est divise en deux parties donl je ne publie dans ce 
moment que la premiere; olle comprend deux paragraphes respectivement con- 
sacres: le premier, ä letude des points simples ä l'infini; le second, ä feinde 
des points doubles. La seconde partie sera consacree ä la recherche des pro- 
prietes fondamentales de la surface asymplote. 

§• I. 

Points simples a Pinfini. 

I. Rochorche de« points simples k l'infini. 

1. En rcprescntanl par -y-, ~. les coordonnees d'un point, on 
pourra ecrire cotumc il suit l'equation d'une surface 

(1.) (t/) <f m {a:,y > s) + t(f m _ l {x,y,z)-^r<p m _ 7 (x > y,i}-i \-t m <f v = 0. 

<p, etaiit une fonetion homogene de degre i des variables x, y, z. 
L'equation du plan ä Finfini est 

f = 0; 

or, en faisant / = 0 dans Tequation (1.), nous oblenons 

(2.) (C) < fm {*,y,*) = 0; 
donc les points a l'infini sur la surface sont sur des droiles paralleles aux 
generatrices du cöne (C) ou (2.) que j'appellerai cone des directions atymptotique». 
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Considerons une generatrice quelconque de ce cöne 
lc point u linfini correspondant situe sur la surface sera 

!x y 5 

t - o. 

Les equations d'unc droile quelconque passant par le point / (droite ne- 
cessairemenl parallele ä la generatrice G) peuvent sc mellrc sous.la forme 

!x ~ a q + 1 1, 

l, /i , v, etant des indeterminees. Ces equations representent en effet une 
droite, car elles donnent 

x — Xt y — ftt a — »/ 

o J ~ r " 

celte droite passe par le point / et par le point (~ = X, ^- = fx, ~ = ; 
eile est evidemment parallele a la generatrice G; la quantite (» est propor- 
tionelle ä la dislance du point (/, //. v) au point (x, y, a). 

2. Cherchons la condilion pour que la droite G' rencontre la surface 
en deux points coincidant en / c. ä. d. pour que la droile G' touche la sur- 
face a l infini. 

Remplacons x, y, s par leurs valeurs (5.) dans Tequation (1.): en 
developpant et en adoptant la notation symbolique connue, on trouve 
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Le premier lerme <p m (tt,ß,'/) csi nul si la drohe G' est parallele ä la gene- 
ralrico G; pour que la droile 6" touche la sarface, il faul que le premier 
membre de l'equation (6.) soit divisible par t\ ce qui donne la condition 

II y a donc unc infinite de droites G' paralleles a la generatrice G et touchant 
la surface ä l'infini: le Heu de ces droites s'obliendra en eliminanl les inde- 
terminees i, v entro les equations (5.) et (7.). 
En ayant egard ä la relation 

< 8 -) "^+^+r^— «.(«.Ar).»«. 

on trouve, apres cette elüninalion, 

(9.) (P) x^ + ^ + ^ + ^KAy) = 0, 
avec la condition 

(9".) <p m {a,ß, r ) = 0; 
c'est l'equation d'un plan, lequel touche la surface au point / a l'infini; je loi 
donnerai le nom de plan asymptote. 

II est facile de verifier que l'equation du plan asymptote se deduit de 
celle du plan tangent en un point ä distance finie. 

Le plan asymptote est aussi le plan diametral des cordes parallele» 
ä la generatrice G; et ici, corame dans les surfaces du socond ordre, ce plan 
diametral singulier est parallele ä ses cordes; ceci resulle evidemment de la 
relation (8 ). 

3. Remarque I. Le plan asymptote est parallele au plan touchant 
le cöne des directions asymptotiques suivant la generatrice G; car l'equation 
de ce dernier plan est 

x ^§^^y~ojt^*~c^ = ^ avec ' a con ^' l ' on ( ff > fi> y) ~ ®- 

Remarque II. Toutes les droites paralleles ä la generatrice G et 
situees dans le plan P touchent la surface ä l'infini. C'est la propriele or- 
dinaire des plans tangents: toutes les droites situees dans un plan tangent et 
passant par le point de contact y renconlrent, en ce point, la surface en deux 
points coincidents. Dans le cas actuel, le point de contact / est ä l'infini, 
donc toutes les tangentes sont paralleles entre elles; elles sont, en ootre, 
paralleles ä la generatrice du cöne qui determine le point ä l'infini considere. 
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Remarque III. Dans un plan tangent ordinaire, le poinl de conlacl 
est un point double de la section de la surface par ce plan, et les tangentes 
en ce point double (dites tangenles inflexionnelles) rencontrent, en ce point, la 
surface en trois points coincidents. 

Poor obtenir, dans le cas present, les langentes inflexionnelles, il faul 
exprimer quo le premier membre de l'equation (6.) est divisible par t 1 , ce 
qui conduit ä la relalion 



(10.) 



+ 2(^ + / t ^ + v%i) + 2^_ l( «,/9, y )=0. 



By 

Si, ä faide des relations (5.), nous eliminons les indeterminees u, v, on aura 
l'equation de la surface sur laquelle se trouvent les tangentes inflexionnelles. 
En ayant egard aux relations (7.) et (8.) et aux identites qui caracterisent 
une fonetion homogene f{a,ft,y) du degre i», savoir: 

(11.) ,ßy , ^ÖY ,öy 5Y „ B'f 2 , c?Y 

on trouve pour l'equation de la surface cherchee 

da' 3 dpr dy* 9 da dp dady J dpoy 

(12.) (S) ( n > 

On verifie aisement, que la surface S est la poiaire du second ordre du 
point ä l'infini (~ — = y , / = o) ou la surface diametrale du second ordre 

correspondant aux cordes paralleles ä la droite G. 

L'interseclion de cette surface par le plan asymptote P donne les 
droites qui rencontrent la surface en /, ä linfini, en trois points coincidents 
c. a. d. les tangentes inflexionnelles correspondant ä un point de contact ä l'infini. 

Nous allons constaler que le plan P coupe en eifet la surface S sui- 
vant deux droites paralleles. 

Le cöne asymptote de la surface S est parallele au cöne 
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on voit d'abord que la generatrice G{^ = = est sur ce cöne. et que 

lo point ä finfini / est sur Ia surface S; ceci resulte immediatement des re- 
lations (8.) et (11). Mainteuanl le plan tangent en / ö la surface S a pour 
equation 

equation qui se reduil ä 

e'est celle du plan P. Ainsi le plan asymptote P touche la surface S an 
point / ä Finfini ; il est donc tangent au cöne asymptote de S, et, par suite. 
coupe cette surface suivant deux droües paralleles a la generatrice de con- 
tact avec le cöne asymptote, c. ä. d. ä la droite G. Doü: 

La courbe d'intersection de la surface proposee U par un plan ajtt/mp- 
tote P a ur point double ä finfini; le* deux tangente* en ce point double 
sont le* inlersections de la surface S par le plan P; ces deux droite* sont 
Altes tangentes inflexionnelle*. 

Celle derniero denominalion est juslifiee par la seconde des proprieles 
suivantes: 

Un plan quelconque passant par le point I ä finfini c. ä. d. parallele 
ä la droite G coupe la surface U suivant une courbe passant par le point / 
et ayant pour asymptote en I fintersection du plan asymptote par le plan secanl 

Un plan quelconque passant par une des tangentes inflexionnetle* coupe 
la surface suieanl une courbe ayant un point d'inflexion en I ä finfini; la 
fangente efinflexion est la tangente inflexionnelle consideree. 

Je n'insisterai pas sur la premiere propriete; quant ä la seconde, eile 
peut se deraontrer ainsi: 

Prenons la tangente inflexionnelle pour axe des a, c. ä. d. exprimoos 
que Taxe des » apparlient au plan asymptote P et ä la surface S, on trouve 
alors que les fonetions tp m , <p m - t , y„_7, doivent ölre de la forme 

<f m = - + *"- l (Ax-rBy), 
= •■■+* m - 2 (A 1 x+B l y), 
'p~-i = •■• + * m - i (A 7 x+B,y), 
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en ordonnanl ces fonclions par rapport aux puissances croissantes de a. Or 
l'inlersection de la surface U par 1c plan xi ou y=0 (qu'on peut regarder comme 
un plan quelconque passanl pur la (angente inflexionnelle) a pour equatinn 

(«x-+ • • • +Axz m ~ t ) + *(a,a?— '+••• + A**"~ 2 ) -f- ( i (a } x^ 2 + ■ ■ ■ +A. ! xs"" *) + • • • - 0 ; 
la droite x — 0, c. ä. d. Taxe des &, est evidemmenl une langente d'inflexion 
au point / ä l'infini, car cc poinl est, dans le cas general, un poinl simple. 
(Voir, pour Telude des points ä 1'infini dans les courbes algebriques, les N*""* 
Annales de M. M. Gerono el Rauhet, annec 1864.) 

Remarque IV. Lorsque le cöne des directions asymplotiques est ima- 
ginaire, il n'y a pas de points reels ä l'infini sur la surface U. 

Si la generatrice G = X = JL) est une generatrice reelle de ce 
cöne, le plan asymptotc correspondant sera reel, mais les tangentes inflexion- 
nelles peuvent ne pas elre reelles. Cos tangentes seront reelles, si la sur- 
face S est un hyperbololde ä une nappe, ou un cöne reel, ou un parabo- 
lolde hyperbolique, ou un cylindre hyperbolique; elles seront imaginaires, si 
la surface S est un ellipsolde reel ou imaginaire, ou un paraboloide elliptique 
ou un cylindre elliptique. Dans le premier cas, le plan asymptotc P coupe 
la surface U suivant une courbe ayant un point double uon isole ü l'infini. 
c. ä. d. ayant des branches infinies reelles; dans le second cas, le poinl 
double ä l'infini est isole. 

Remarque V. La surface formee par le* tangentes inflexionnelles qui 
correspondent aux point* ä Finfini est, en general, de C ordre m(Sm — 4). 

Le lieu des tangentes inflexionnelles s'obliendra en eliminant a, (i, y 
entre les equations (12.) et (9.), c. ä. d. 

K^+^l^" + --' +2, >»-^ 0 '^^ :_ °' 

(13) 

Or, lorsqu'entre trois equations homogenes par rapport ä trois variables et des 
degres respectifs iw,, »,, on elimine ces variables, le resultat de relimi- 
nation est du degre par rapport aux coefficients de la premiere de ces 
equations; du degre m,p l , par rapport ä ceux de la seconde; et du degre 
m,n, , par rapport ä ceux de la troisieme. Dans le cas actuel, on a 

m, = m~2, n, = m— 1, p t = m; 



1 18 Fainein, points d rinfini sur let surfaces algibriques. 

en outre, les coefficienls d© la premiero equation sont du second degre par 

rappprt aux variables x, y, s; ceux de la seconde sont du premier degre: 

et ceux de la troisienie, du degre zero. Donc le resultat de l'elimination 
sera. en x, y, », du degre 

2H|/>i-M -»»iPi+O.f»,», = 2m(fM-l)4-m(m-2}. 
c. ä. d. du degre 

w(3wi— 4). 

L'equalion de cette surface ne depend que des coefficients des fonclions y„, 
y—i, (f m-i \ donc la surface, Heu des tangentes inllexionnelles pour les poinls 
a Pinfini, sera la meme pour toutes les surfaces 

F m _j(x, y, s, t) elant une fonction arbilraire homogene du degre («i — 3). 

Remarque VI. Dans le cas des surfaces du second ordre, le cöne 
C est parallele au cöne asymptote, et la surface S n'est autre que la surface eile 
meme. Les tangentes inllexionnelles sont alors les deux generatrices paralleles 
suivant lesquelles le plan asymptote ou plan tangent au cöne asymptote coupe 
la surface; la courbe de seclion, qui est du second degre et a un point double 
ä linfini doit se reduire ä deux droites paralleles. La formule precedente 
n est plus applicable ici, car la premiero des equations (13.) est independanle 
des variables «, ß, y. 

Dans le cas des surfaces du troisieme ordre, le Heu des tangentes in- 
flexionnelles est de l'ordrc 3.5 ou 15, en general; cette derniere surface 
reste la meme pour toutes les surfaces 

<h (*, y, »; + / <h (*, y , *) +?vt y, «) + w 1 = o. 

oü Ar est une constante arbilraire. 



II. Discussion des points simples ä l infini. 

4. Supposons que la surface S se reduise ä un cöne, c. a. d. quon 
ait Pequation de condition 
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(14.) A = 



da' 


O <f>m 

dadß 


<5>. 

öady 


da 


d 7 (f» 
ÖßÖa 


er 


dßdy 


dß 


dyöa 


öydfl 


<y 


d<ft,-i 


d<pm—\ 
da 


dß 


d<p m -i 

dy 





= 0; 



alors les deux tangentes inflexionnelles se confondenl; la courbe d'interseclion 
de la surfacc U par lc plan P a un point de rebroussement ä l infini et la 
tangente de rebroussement est la generatrice de contacl du plan P avec le 
cöne S. 

Dans cc cas, les indelerminees a, ß, y, veriGenl les deux equations 
homogenes 

^-(«,^y) = 0, A = 0; 

la premiere est du degre m; la seconde du degre 4(m-2); par suite, le 
nombre des Solutions communes est egal ä 4m (m- 2); donc 

Sur une surface tf ordre m, il y a, en general, Am (w — 2) point* ä 
Cmßni pour lesquels le plan tangent conpe la surface suicant une courbe ayant 
un point de rebroussement ä l'infini; la tangente de rebroussement, laquelle 
est parallele ä la direction asymptotique, nest pas ä finfini. 

5. 11 peut arriver que la surface S soit un paraboloide; ceci a Heu 

lorsque 



(15.) H 

ö'g> m 

dyöa dydß by* 
les plans directeurs du paraboloide sont donnes par 1 equalion 




La generatrice G est parallele ä Tun des plana directeurs; et le plan P, 
qui est en meine temps un plan asymptote du paraboloide (remarq. III), doil 
etre parallele au memo plan direcleur; il coupe donc le paraboloide suivant 
deux droites dont l'une est ä l'infini; et une seule de ces droiles est ä l'infini, 
car les deux ne pourraient ötre ä l'infini que si le plan P etait lui-meme ä 
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rinfini. Or ccci nc peut avoir Heu que si )a dircclion asymtotique G est pa- 
rallele ä Taxe du parabololdc; cl. comme nous le verrons plus loin. celle 
derniere hypothese exige, outre la relation (15.), d'autrcs condilions. 

Dans le cas present, les indcterminees c, ß, y, verifienl les deux 
equations homogenes 

la premiere est du degre m; la seconde, du degre 3(w — 2); par suite, le 
nombre des Solutions communes est egal a 3m{m— 2): donc 

Sur wie surface d ordre m il y a 3m (m- 2) points ä finfini pour 
lesquels une des taugentes inflexionnclles et wie seule est ä tinfini, parallelement 
ä la direction asymptotique; c. ä. d. que le plan asymptote correspondant a 
un de ces points coupo In surface suivant une courbe ayant un point double 
a Tinfini dont une des tangentes est ä Pinfini; ce qui revient ü dire que, des 
deux branclies infinies correspondant n cc point double. Tune est hyperbolique 
cl l'aulre parabolique. 

II est bon de remarquer que les directions asymptotique* correspondant 
ä ces points sonl les 3m (m — 2) arites finflexion du cönc C: car, nous le 
verrons plus loin, requalion de condition (15.) est precisement celle qui de- 
termine les areles d'inflexion du cöne C. 

Observation. Jusqu'ä present nous sonirnes restes dans le cas d'unc 
equation generale de degre m, c. ä. d. que nous navons suppose aueune 
relation entre les coefficients de celte equation. Nous allons mnintenant 
examiner differenls cas parliculiers qui peuvent se presenter et qui entrainent 
l'existencc de une ou plusieurs relalions enlre les coefficients de l'equation de 
la surfaco U. 

6. Supposons que les quantites «, ß, y satisfassent aux relations (14.) 
et (15.), c. a. d. 

tf=0, £ = 0, 

lesquelles jointes a la relation 

donnent trois equations homogenes enlre ces indeterminees; ccci n'aura donc pas 
Heu en general. Admellons ncanmoins que ces trois equations aient une ou 
plusieurs solulions communes, et voyons la parlicularile que presenlera alors 
la surface U. 

Pour celte Solution commune, la surface S devient un cylindre du 
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second degre elliptique ou hyperbolique; la droile g(-^- = = y) est uno 
direction osyraptolique du cylindre, et le plan P est un des deux plane 
atymptote* de ce cylindre (on sait que dans un cylindre elliptique ou hyper- 
bolique tous les plaus tangenls ä ttnßm se confondenl avec Tun ou l'aulre 
des deux plans asyraptoles proprement dils); la generatrice de contact se cora- 
pose de deux droites coincidentes el ä l'infini; donc 

Dan» ce cat particwlier , le plan astjmptote P coupe la surface U 
suivant vne courbe ayant un point de rebrovssetnent ä finfini, la tangente de 
rebrouasemenl esl elle-meme ä finßni parallelement ä la direction asymptotique 
consideree (ff, ß, y). 

Si la surface & etait un cylindre elliptique, le plan asyroptote serait 
imaginaire, ce qui ne peut avoir lieu (equalion (9.)) que si la Solution {a,ß,y) 
est elle-meme imaginaire; donc, si la Solution (er, ß, y) esl reelle, la surface 
S sera un cylindre hyperbolique. 

11 est imporlant de remarquer que la droite ^- = = y n est pas 
parallele aux generalrices du cylindre S; car, dans un cylindre du second 
degre, les plans des centres se coupent suivant une meme droite parallele 
aux generalrices; or les plans des centres ont ici pour equalions 

Pour que la droite («, ß, y) soit une generalrice, il faudrait quelle füt 
parallele a chacun de ces trois plans, ce qui entrainerait les trois conditions 

or. pour ttnstant, nous n'admeltons pas ces relalions. 

Remarquons qu'on exprimera que la surface S est un cylindre en 
ecrivant que les Irois plans (16.) sc coupent suivant une meme droile; l'equation 
de condilion sera donc independanle des coefficients de la fonetion y„_?; ceci 
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rcsulte (Tailleurs de requation (14.;. oar, d'aprcs la relatiou (15.;, le coef- 
licient de 2({ m _ 2 (n } {j,y) esl nul. Ainsi. lorsque la pnrticularite quo nous venons 
d'öludier se presente (laus une surface d'ordrc m, eile a lie» pour toutes les 
surfaces du meme ordre donl les cqualions ont les meines lermes du ml '"" ol du 
(»— 1)""" degre, quels que soienl les lermes de degre inferieur au (m-1/"". 

7. II peut arriver que la surface S se compose de deux plans qui 
se coupenl. c. ä. d. que le cylindre du cas precedent sc reduise ä ses deux 
plans asymptotes: le plan P, qui esl en m£me lemps tili plan nsymptote de 
la surface S, se confondra alorg avec un de ces plans. La droile d'inter- 
seclion des deux plans nesl pas parallele ä la direction asymptotique; oar. 
dans le cas conlraire, on en conclurait comme dang le n . 6. que les derivees 

sont nulles, ce que nous n'admettons pas pour le nioment. 

Dans l'hypothese acluelle, les langenies inflexionnelles sont indeler- 
minees: c'esl qu'en eflet 

Tonte» les droit es paralleles ä la generatrice = ^ = -y) et «'wrö 

Harn le plan asymptote P rencontrent la surface en trois points coincidents. 
Le plan asffmplole P coupe la surface suivant une courbe ayant un point 
triple en I ä Cinfini; et tont plan passant par ce point ä Cinfini, c. ä. d. 
parallele ä la generatrice G conpe la surface suivant une courbe pour laquelle 
le point ä Cinfini est un point tfinßexion , la tangente d-inßexion est Cinter- 
section du plan P avec le plan secanl. 

Les langentes au point triple, c. a. d. les langenies situees dans le 
plan P ol renconlrant la surface en qualre points coincidant en /, seront les 
intcrsections du plan asymptote P avec la polaire du troisiemc ordre du poinl 

a l'infini ,t = oY 

Afin d'etahlir la proposition qu on vient d'enoncer, nous prendrons pour 
axe des s la direction asymptotique consideree, pour plan des x» le plan 
P; el nous cxprimerons que la surface S se reduit ä deux plans 'donl un 
esl le plan des xs (ttntersection des deux plans ne doil pas etre parallele ä 
laxe des En inlroduisanl ces bypotheses, les fonclions 

l V- = ' • ■ • + 2bxy+cy* )s m -- + {Ax + By)s m -' + Cs m , 
jV.-,(*,|f,») = • • • • (a^^b.xy + crf)*— » + (^,ar +Ä l y)»"- , + C i »— « f 
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prenuenl la forme 

t = + (2bxy + cy l ) + 

(1*.) I (*, », •) = +(«,* i + 2A l ;rj + c l y , )*~ J +Ä 1 y»-', 

Iv-i^y,») = +(J,*4-Ä } sr)*- S ; 
le plan asymptote /* et la surface S out alors respeclivemenl pour equnlions 

r y - o, 

■ S) y(2bx i cy -j (w-1) + ß,t) = 0. 
La section de la surface par le plan asymptote y = 0 est 
(a,,*"-h---ra,._ J 3rV~" J )-!- / (6„a-— '4--+ o, ar *"T 5 ) + l\c^x m I +-..+/l J aa" _J )+r=0; 
la direclion asymploliquc j- = 0 correspond ä un point triple de la seclion ; 
car si Ton pose x — kt, on voil que le premier membre est divisible par t 1 , 
quel que soit k. 

Lintcrsoction do la surface par une drohe quelconque situee dans le 
plan asymptote et parallele ä la direction asymptotiqne c. n. d. h Taxe des * 
s'obtiendra en faisant, dans l'equalion de la surface, 

y = 0, x-^kl; 

on voit, d'apres ce qui vionl d'etre dit, que cette droite rencontre le surface 
en trois points coincidents; ce qui d'ailleurs resulle necessairemcnt de la 
presence du point Iriple. 

Nous pouvons regarder le plan des yz comme un plan quelconque 
parallele ä la direction asymptotiqne; or la section de la surface par ce plan 
x = 0 a pour equalion 

la direction asymptotique # — 0, c. ä. d. faxe des $, correspond ä un point 
simple a Tinfiui; posant y = kt, on trouve pour asymptote y=(\ et on conslate 
que le premier membre de l'equalion esl divisible par f 3 ,- le point u Tinfini 
est donc un point d'inflexion dont lu langcnte esl Taxe des a. 

Toules les proprietes indiquees dans Tenonce precedenl se trouvent 
ainsi demontrees. 

8. Observation. Avant de pousser plus loin cette discussion, il est 
utile de rappeler les relalions qui exprimcnt que le cöne C des directions 
asymptotiques a des aretes doubles, de rebroussement, elc 

La tbeorie des courbes nous fournit immcdiatement ces relations; il 
suffit de remarquer que si un cöne possede une arete double, par exemplc 

16* 
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la section du cöne par nn plan quelconque aora an point double au point oü 
le plan rencontre Parole double Or, si nous considerons la section de la 
surface conique par un plan parallele au plan des xg, nous pouvons regarder 
comme les coordonnees d'un point quelconque de la section; une 
remarque analogue est applicable aux seclions paralleles aux autres plan« 
coordonnes. 

D'apres cela, nous pouvons ecrire de suite les conditions pour que 
l'arete (ct,fi,y) du cöne des directions asymptotiques 

<pm(x,y,*) - o 

soit une aröte double; ces conditions sont 

(18.) »fc.a, ^=0, ^= = 0; 
Pequation des plana tangents au cöne suivant cette aröte double sera 



L'arete sera une arete de rebroussement si ces deux plans se 

fondenl. c. ä. d. si les plans des centres 



= 0. 



(20.) 



X da* 




o'<f, m 
da ay 


= o, 


X dßda 


+y d} + * 


e>, 

dßöy 


= o, 


x drda 


^aydß +i 


dr' 


= o, 



se confondent; or ceci revient ä ecrire ojue les determinants partieis du de- 

c*V« öV» ^V« 

j 

(21.) H = ' 




sont nuls. 

Les memes considerations nous permettent aussi de conclure que les 
aretes d'inflexion du cöne <p m (x, y, a)=0 sont donnees par les Solutions 
munes aux deux equations 

y.(«,Ay)=o, H=0. 
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Toutes ces remarques iroffrant aucune difficulte, nous n'insisterons pas 
d'avantage. Revenoos maintenant ä la discussion. 

9. Adraettons que la dircction asyroptotique (a,ß,y) soit determinee 
par une Solution commune aux trois equations (18.) 

ce qui ne pourra avoir Heu que sous certaines conditions; nous supposerons, 
en outre, que les relations (18.) ont lieu sans qu'on ait en meme temps 

car, si cela etait, nous aurions (equation (6.)) un point double ä l'inlini sur 
la surface; c'est une etude que nous n'aborderons que plus loin. 

On voit, par ce qui precede, que les hypotbeses admises reviennent 
ä dire que la generatrice (a, ß, y) est une arele double du cöne C. L equa- 
tion (9.) montre que le plan asymptote P est ä ttnfini; ainsi: 

La surface U louehe /e plan de Cinßni en autant de pomts quil y a 
de generairices double» distinctes da$u le cöne des directions asymptotiques, 
pourvu que ces generairices nappar Hennen t pas au cöne 

Mais le contact du plan ä TinGni presenle des differences suivant que la gene- 
ratrice qui correspond au point simple que nous considerons est une arele 
double ordinaire ou une arete de rebroussement. 

1°. Si l'aröte (er, ß, y) est une arete double ordinaire, c. a. d. si les 
plans (19.) sont distinets, la surface S est un paraboloide dont laxe est 

parallele ä la generatrice G\^- = = En effet, les plans du centre 

de la surface S ont pour equations 



or, il resulte d'abord des relations (18.) que ces trois plans sont paralleles ä 
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In droite = et, de plus, il no sont pas paralleles entre eux. car 

aulrement les plans (19.) coincideraienl , ce qui est contraire » nolre Hypo- 
these. J'ajoute que ces trois plans ne se coupent pas suivanl une droite 
unique: car, en ajoulant les equalions (22.) respeclivemenl multipliees par «. 
jl, y, on trouve 

t<f » -i{ a , y) ~ 0; 
d'oü / = 0, puisque ef „_,(<*, y) est different de iero; donc tous les poinl« 
cniniuiins nux trois plans des centres sont dans le plan de rinfini; et, comme 
«•es plans ne sont pas paralleles, il s'ensuit quils se coupent suivant des droites 
paralleles Les langenies inflexionnclles sont les deux droites ä Tinfini, inter- 
seelions du plan P avec lo parnboloide: ou, ee qui revient au meme. avec 
les deux plans directeurs de ce parnboloide; or les deux plans directeurs du 
parahololde sont evidemment les deux plans (19.) c. ä. d. les deux plans 
tangents au cöne C suivant son arele double; donc 

Dans ce premier ras. la surface U est loucbee par le plan de riufini: 
le point de contacl est, pour la seclion par le plan ä C inßni. un poinl double 
dont les deux tangentes ( toutes deux ä f infinij sont les intersections du plan 
(i Ciiifini atec les deux, plans distinets tangents au cöne C suivant farete double 
consideree on atec deux plans paralleles. 

2". Si farete (r>, y) esl une arele de rebroussemenl du cöne V. 
les plans (19.) se confondent, et, pnr suite, les plans des centres (22.) sont 
paralleles: ces defniers plans ne se confondent pas, car Ions les points communs 
sont. comme on vient de le voir, dans le plan ä Imfini: la surface (S) est 
alors un cylindre parabolique. L'equation de ce cylindre parnbolique ou de 
In surface S peut s'ecrire: 

+ 2^^(«,/^) = ü. 

On voil d'nbord que la gencratrice ^'(-~ ~ \ = *~) esl parallele au plan 
diametral 

puis qu'on n fegnlile 
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mais la droite G n'esl pas parallele aux generatrices du cylindre-; car si cela 
etait. eile serait parallele an plan tangcnt represenle par les termus du premier 
degre en x, y, s de Pequation du cylindre, c. ä. d. qu"on aurail 

B "TtT - + '^T~ +■ y -87" ~ ^ m ) , pm-\ («, /*, y ) = 0. 

et' qui est conlraire ä Time de nos hypolheses. 

Le plan asymptote P est aussi asymptote au cylindre parabolique et 
correspond ä la direclion asymptotique {«, ß, y) ; ce plan est ä l'iufini et coupe 
le cylindre suivant deux droites confonducs ä rinfini, puisque le plan ä l'infini 
touclic le cylindre lout le long de la droite n finfini intersection du plan ä 
l'inlini avec le plan des directions asymptotiques du cylindre. Ainsi: 

Dans ce second cas, la surface U est encore touchee par le plan a 
finfini; le point de contact est, pour la section par le plan d finfini, an point 
de rebroussement; la tangente de rebroussement (ä finfini) est C intersection du 
plan (I finfini par le plan tangent au cöne C suivant f arete de rebroussement 
ou par un plan parallele 

3". II peut urriver que la surface S se compose de deux plans 
dont fm est ä finfini. On voit facilemenl, dans ce cas, que Tarete (rt,ß,y) 
du cöne C est une arete triplc de ce cöne; le plan asymptote P est encore 
a rinfini; toutes les droites ä l'infini paralleles ä la generalricc G ont avec 
la surface un contact du second ordre. Le plan P ä rinfini coupe la surface 
suivant une courbe ä rinfini ayanl un point triplc sur la direclion asymptotique 
consideree; les trois tangentes en ce point triple sont les inlerseclions du plan 

de l'infini avec la polaire du troisieme ordre du point (-^- — X. — ^.^ / _ o) 

ou avec les trois plans tangents au cöne suivant son arete triple. 

Celle variele de contact est un cas particulier de celui qui a ele 
examine au «" (7.). 

Remarque. II est utile de remarquer que lorsqu'on exprime que la 
surface S est un cylindre parabolique, les relations ecrites entrainent ne- 
cessairement les relations (18.), c'est-ä-dire 

da dß ~ ' Br ~ u 

En effet, nous exprimerons que la surface S est un cylindre parabolique en 
ecrivant que les plans des cenlres (22.) sont paralleles. 
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Or on a les identites 

V v da da ' daoß ' dady 

(fW _l)__ _ a __ +/ <*___ + y__, 

Si Ion prend cos cquations deux par deux et qu on elimine successivement 
le tcrmc en «. on trouvo en vertu des bypolheses admises 

dq> m dq> m c?y, 

da 6ß dy 



p>- d>» d>, ' 

da* dadß Öady 

en multiplianl respectivement par a, (3, y, les lermes de chacun de ces rap- 
porls et cn ajoutanl, on a pour la valeur commune 

tt *2z + ß 6 f' + J e< f" . 

öa ^ P b ß ^ 7 öy n,^a,ß,y) . 

d'oü Ton conclut 



9-(«,Äy) = 0, donc =--<>. 



En eliminanl «, ou ou entre les deux premieres des relalions ci-dessus 
on sera conduit ä 

^=0; et, par suile, ^ « 0. 

La proposition enoncee se trouve donc demonlree. 

10. Nous allons examiner maintenant le cas d'une droite a finfini sur 
la surface U. 

Nous nous borncrons ä l'elude des cas suivants: 

1". (Ax+By+Cs)(p(x,y,i)+((p M _ 1 (x,y,z)-\-i ! <f /m _ 7 (x,y 3 z) + ^ 0: 

II". (Ax-rBy+Cz)' ! <p(x,y,&)i-t<p m _ l (x,y,2) + t'(f m _,(x,y,z) + = 0: 

HP. iAx+By+^ifix^i)^^^^)^^,»)^^^^)^--- = 0; 

IV. {Ax+By+C*) l y(x,y,*) + t(Ax+By+Cz)<ti*,9,*)+f<p^ = 0: 

ce sonl les cas les plus generaux dans Fhypothese qui nous occupe. 
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1" cus. Le cöne <p m (x,y, 3) se decompose en un plan el en un cöne 
de degre (>» — 1), de sorle que 

<fm(x,!f,*) = (Ax + Bg + C*)<f-{x,ii,9) = Q(p(x,y,i); 
la droite ä Cinfini 

iAx + By+C* = 0, 
' / = 0, 

est foule entiere sur la sur face U. 

Soil une generalrice G{a,ß,y) situee dans le plan (); le plan asymptote 
/■*' correspondant n cette direction asymptotique aura pour equation 

(23.) < f («, ß, r ) [Ax + By + C] + («, /?, y) = 0 ; 

a //onc «/or* une infinite de plans asymptotes paralleles au plan Q et dont 
la position carie avec Corientation de la direction asymptotique dans le plan Q. 

Une des nappes de la surface presente, ä Pinfini, la forme de celle d'un 
paraboloide hyperbolique dont la plan Q serail un des plans directeurs. Les 
plans asymptotes P' passent par la droite D el touchent la surface au point 
oü la droite D est rencontree par la direction asymptotique consideree. 

Parmi les plans asymptotes P, (m— 1) d'entre eux coincident avec 
le plan Q; ils correspondent aux (w — 1) directions asymptoliques, intersections 
du plan Q avec le cöne (x, y, a) = 0. 

Parmi les plans P, (m-1) d'entre eux sont Iransportes ä Pinfini 
parallelement ä cux-memes; ils correspondent aux (m— 1) directions asympto- 
liques, intersections du plan Q avec le cöne y(ar,jf,*) = 0; ces droites sont 
des arötes doubles du cöne ip m {x, y, z) = 0. 

Entin, parmi les plans P', il y en a loujours coincidant avec 

un plan donne parallele au plan Q, par exemple 

Ax+By + d + Kt = 0; 

car il suffil qu'on ait 

K V (a, ß, y) = («, ß, y) , Aa + Bß+ Cy = 0. 

Chacun de ces (m— 1) plans louche la surface en un point different a l'infini 
sur la droite D; ces points de conlact sont sur les generatrices, interseclions 
du plan Q avec le cöne du (m — 1)"" degre 

K<p(x,y,*)-<p m - i(x,y,z) = 0. 

Dans le cas acluel, la surface S a pour equation 

.lonrnal fttr Mathematik Bd LXV. Heft :!. 17 
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+ r,%f- + ff, r) - 0: 

la surface rcprescnlee par cette equalion esl un paraboloide. Un des plaos 
Hirectcurs est le plun (>; los plans asymptotes sonl tous paralleles a ce 
plan directeur. et, par suite, coupent la surface S suivant une droile ä dislance 
finie et une droite ä l'infini qui esl la droite D. Donc 

Tom les plan» asymptotes F coupent la surface U suieant une covrbe 
ayant un point double a finfini, une des tamjentes en ce point double est ä 
distance finie et fautre est la droite D a l'infini. 

2""' cas. Le crtne <f v (x,y,s) sc decompose en deiiX plans confondof 
et en un cöne du degre (m — 2), de sorto que 

V- (*, y, *) = (Ax 4- Ry + d) J <f{x,y,*) = Q' tp (x, y, »). 
Si nous considerons une droite G(a,j1,y) situee dans le plan Q, le 
plan asymptole correspondant ä cette direction asymptotique a pour equation 

^-i(«,Ä/)=0, ou ( = 0; 
donc lous les plans asymplotcs V correspondant aux directions asymploliques 
paralleles au plan Q sont transportes ä l'infini parallelement ä ce dernier plan; 
c. ä. d. que la surface U est touchee par le plan ä l'infini lout le long de 
la droite ä l'infini 

)Ax + Bg + C9 = 0, 
K ' » / - 0 

situee sur cette surface. 

Une des nappcs de la surface U presente ü l'infini la forme d'un cy- 
lindre parabolique. Le plan Q coupe le cdne y„_, {x, y, s) = 0 suivant (m-V 
droites determinant sur la surface (m— 1) points doubles. 

La surface S qui scrt ä determiner les tangenles inflexionnelles devient 
dans ce cas 

c'est «« cylindre parabolique. 

La generatrice G est parallele au plan diametral Q, mais eile n'est pas 
parallele au cylindre. 

Ainsi le plan a Finfini touche la surface tout le long do la droite D: 
chaque point de cette droite peut dtre regarde comme un point do rebrousse- 
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ment de la section de In surface plan u l'infini, la tangente de rebroussement 
est la droite D. Cette remarque nous montre l'accord qui exislo entre le 
cas que nous venons d'etudier et celui qui a ete examine au [n°. 9, 2°]. 

3';' cas. Les deux foncüons <p m et (fm _ t sont rcspectivement de 
la forme 

<p m (x, y, *) = (Ax + By + C«) <p{x,y, *) = Q v { x , y, *) . 
V— (*, Jf, ») = (^*+ % + Cs) t}> (x, y. s) = 0 y, ( X , y, s) . 
Si nous considerons une droile quelconque G(a,ß,y) situee dans le plan Q, 
le plan asyraptote correspondant ä cette direction asyraptolique a pour equation 

(Q) Ax + ßy + C* = 0; 

donc le plan asymptote resle invariable quelle que soit la direction asymptotique 
consideree dans le plan Q; en d'autres lermes, 

Le plan Q touche la surface tont le long de la droite ä Hnfini 

(D) M*+*»+c* = o, 

tl = 0. 

L'ne droite qnelconque situee dans ce plan rencontre la surface en deux 
points coincidents, et une droite quelconque parallele a ce plan rencontre la 
surface en un seul point ä finfini. 

Tout plan parallele au plan Q coupe la surface V suivant la droite ä 
finfini D et suivant une courbe du (m—i)*"" ordre. 

La surface (S) se reduit ici a 

M* + Br+&)tx-^+f-^ + »-^+/V(B,/?,y)] + |»^,(«, A y) « 0; 

c"est uu cylindre hyperboliqne dont le plan Q est un des plans asymptotes; 
ce cylindre serait elliplique si le plan Q etait imaginaire. 

L'analogie de ce cas avec celui qui a ete eludie au [n". 6] est visible. 

La surface S se reduira ä deux plans qui se coupent pour les (m— 2) 
directions asymptoliques, intersections du plan Q avec le cone 

y,s) = 0; 

et nous rentrons alors dans le cas eludie au [n°. 7]. 

4""" cas. Les fonclions y m et tp m _ t ont les formes suivantes 

V, ») = (w4x+Äy + C*) l V (x, y, i) - Q'tp{x,y, *), 
V— y, ») = i^x+By + C*) y(x, f,i) = ßv(«.».»); 

17 . 
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la droite ä 1'infini 

l/ix + /ty + Ca = 0, 



11 = 0 



est ulors une droite double de la surface U; car un plan quelconqqe passanl 
par la droile D rencontre la surface suivant deux droiles coincidant avec 
celle m£me droile D; nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

11. Remarquc. Dans la discussion qui precede, nous avons pu re- 
nuirqucr que la surface S a presenle presque loules los Varietes des surfaces 
du second ordre; cependant nous n'avons pas renconlre de plans paralleles, 
ni de plans coincidcnls; et, dans le cas des cylindres, la direction asymplo- 
tique ne s'est jamais trouvee parallele au cylindre. Examinons donc si ces 
cas parliculiers peuvenl se presenter dans l'hypotheso d'un point rimple. 

Les equalions des plans des cenlres de la surface S sont 

l ro 9 aaefp oaoy da 

et Ton a toujours la condition 

<P~( a * (*,'/) = 0. 

1". Si la surface S est un cylindre elliplique ou hyperbolique, les 
plans des cenlres se coupent suivanl une möme droite parallele aux genera- 
trices du cylindre; donc la droile G ne pourrait etre parallele aux generalrices 
du cylindre qu'ä la condilion d'dtre parallele ä chacun de ces plans, ce qui 
enlrainerait les relalions 

Si maintenant on ajoute les equalions (26.) respeclivement multipliees 
par «, ß, y, il vient 

/?_,(«, Äy) = 0; 
celte equation devant representer un plan passant par la droile d'intersection 
(supposee ä distance finie) des plans (26.), il faul que 

a,ß,y) = 0. 

On voit alors, par 1 equation (6.), que le point ä 1'infini correspondant a cette 
direction asymptotique est un point double de la snrfoce U. 
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2°. Si la surface S ost un cylindre parabolique, on a encore [n '. 9, 
Remarque] les relalions 

"^ _ ~ U ' ~Ö0~~ U ' "er - "' 
el nous avons vu [n". 9, 2"] que la generatrice G(a,/i,jO ne peut tMre paral- 
lele aux generatrices du cylindre que si Ton a 

</>.-«(«,/*,/) = 0; 
nous arrivons encore ä la conclusion precedente. 

3". Pour que la surface S se reduise ä deux plans paralleles, il 
faul que les plans (26.) se confondent; ils doivent alors se confondre avcc 
le plan 

dont l'equalion se deduil des equalions (26.) respectivement multipliees par 
«, ß, y el ajoutees. 

Nous abandonnerons ici leiuploi des formules generale» pour adopter 
une methode plus parliculierc el qui presentera en meme lemps plus de netlete ; 
ainsi nous exprimerons que la surface S se reduit a deux plans paralleles 
en prenant pour axe des * la direction asymplotique consideree. 

Soil donc 

V. (*,*,») = + (ax'+2bxy+cy 1 )*~ 1 +(Ax+By)s- l + C»-; 
V-i (*,!,*) = + (a l x> + 2b l xy + c l y)i"- 1 +(A l x+B l y)»-*+C,*~ l : 

on a, par hypothese a ~ 0, /$ = 0, y di Deren t de «ero, par exemple y = 1; 
et par suite C' = 0, puisque <p m (a,(i,y) =0. 
L'equalion de la surface S est alors 

(S) ax 2 +2bxy+cy 7 -\-(tn— 1 )Axi+(m— 1 )By*+l [A i x-\-B l y-\-{m— 1 ) Q&j+t'Cj — 0. 

La surface S devant se reduire ä deux plans paralleles, nous pouvons 
prendre Tun d'eux ou comme plan des xs, ou comme plan des xy; car, il 
est visible d'apres l'equation generale de la surface S, que le cas de deux 
plant ä rinfini no peut se presenter que si le point ä rinfini est un point 
double de la surface U. 

Premiere hypothese. La surface S se reduit ä deux plans paral- 
leles dont un est le plan des xz, ce qui suppose que la direction asymplotique 
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est parallele a Tun des plans a distance finio; on devra avoir 

o = 0. b = 0; A = 0, ß = 0; A,=0, C, = 0; C, = 0, on a dailleurs C = Ü: 

la surface S a alors pour equation 

(S) cy' + B.ty = 0; 
et lequulion de la surface V devient 

(..••hcyV- J )-|-«(...4-Ä 1 y*-- , ) + /'[-.--r( J l J jr+Ä J y)*"- , ]-f-- 0. 
On voit qu'une droite quelconque parallele ä Taxe des z 

x = kt, y = kt, 

rencontre la surface ä rinfini en deux points coiticidents , puisque le premier 
mcmbre de l'equalion est divisible par t 1 : cela a encore Heu lorsque B t ou c 
sonl nuls; le poinl ä rinfini est donc un point double de la surface. Ainsi 

Dans le cas tf un point simple , la stirface S ne peut pas se reduire 
ä deux plans paralleles, ni ä deux plans coincidents , ni a deux plans donl 
hh est ä finßni lorsque la direction asymptotique est supposee parallele an 
plan ä distance ßnie. 

Deuxieme Hypothese. La surface S se reduit ä deux plans paral- 
leles donl un est Ic plan des xy; on doit avoir alors 

n 0, 6 = 0. er 0- A^Q, ß = 0; .i, = 0, i?, = 0; on a d'ailleurs C = 0: 

dans ce cas, la surface S a pour equation 

(S) /[(/»- ^C.j-fC',/] = 0: 

el l'equalion de la surface U devient 

[..._(. ai x* • • • + d, tf) s"- 3 ] + / [■ • • + C, * m ~ '] + / ; [• • • + C, *— + = 0. 

L'ne droile quelconque parallele ä Taxe des s ne rencontre la surface ü rin- 
fini qu'en un seul point; ce point a Pinfini est donc un poinl simple de la 
surface. Ainsi 

Dans le cas (tun point simple, la surface -S* peut se reduire ä deux 
plans dont un A finßni, tnais la direction asymptotique nest pas parallele au 
plan ä distance finie. 

(Test le cas singulier qui a ete etudie au [n". 9, 3 ]. 

12. Hesunie de Vetude </'«» point simple ä rinfini. 

Si / est un point ä rinfini sur la surface U et correspondant ä la 
direction asymptotique G, ce poinl est un point simple lorsqu'une droite 
quelconque passant par le point /, c. ä d. parallele ä la droile G, ne ren- 
contre la surface qu'en un seul point. 
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Le plan tangent a la surface en / ou plan asymptote P esl paral- 
lele au plan touchanl le cöne des direclions asymptotiques suivant la 
gäneratrice G; ce plan coupe la surface U suivanl une courbe ayanl un 
point double ä l'infini en /, les tangentes en ce point double (ou tan- 
gentes inflexionnelles de la surftfce) sonl les intcrseclions de la surface 
S par le plan P; la surface S esl la polaire du second ordre du point 
/ ä finfini ou la surface diametrale du second ordre correspondant ä In 
dircction G [n°. 3, remarque I, III]. 

La nature da contact du plan asymptote P est indiquee d'une maniere 
trcs- nette par la forme de la surface S, comme on le voil par le re- 
sume suivant: 

l". La surface S est un ellipsoide ou un Hyperboloide ä deux nappes: 

Le point double de la section par le plan P est un point isole. 
II". La surface S est un Hyperboloide ä une nappe: 

Le point double ä l'infini de la section est un point double ordinaire 
dont les deux tangentes sont a dislance finie. 
III '. La surface S est un cöne: 

Le point double ä finfini de la section par le plan P est un point 
de rebroussement, la langentc de robroussemenl est ä distance finie [n ". 4]. 
IV". La surface S est u» parabolo'ide : 

1". Si la direction asymptotique G n'est pas parallele ä Taxe de 
la surface S, le plan asymptote est ä dislance finie et coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point double ä finfini dont une des tangentes, 
et une seule, est ä finfini [n"\ 5 et 10, 1" cas]. 

2". Si la direction asymptotique G est parallele a faxe de la sur- 
face S, le plan asymptote est a finfini; farete G esl une arete double 
du cöne des direclions asymptotiques; les deux (angenles au point double 
sont ä finfini dans les deux plans langents au cöne suivant farete 
double [n°. 9, 1"]. 

Lorsque le paraboloide esl elliptique, le point double esl isole. 
V°. La surface S est un cylindre elliptique ou fojperbolique: 

1°. Si la generalrice G n'est pas parallele au cylindre, le poinl 
double de la section par le plan asymptote est un poinl do rebroussement, 
la tangente de rebroussement est ä finfini; le plan asymptote est ä 
distance finie [n°. 6]. 

Lorsque le cylindre esl elliptique le point de rebroussement est isole. 
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II peut arriver quc le plan asymplote toucbe la surface tout le long d'une 
droite ä l'infini [n°. 10, 3 im * cas]. 

2°. Si la generatrice G est parallele au cylindre, le poinl / ä l'in- 
fini est w» point double de la surface [n n . 11, 1 "]. 
VI". La surface S se compose de deux plans qui se coupenl: 

Le plan asymplote coupe la surface suivant une courbe ayant im 
point triple a l'infini; tout plan parallele ä la direction asymplotique coupe 
la surface suivant une courbe dont le point ,ü l'infini est un point d'in- 
flexion; une droite quelconque, siluee dans le plan asymptote et parallele 
ä la direction asymplotique, rencontre la surface en trois poinls coin- 
cidents [n°. 7]. 

Si la generatrice G elail parallele ä l'inlerseclion des deux plans. 
le point / a l'infini serait un point double de la surface. 
VII". La surface S est un cylindre parabolique: 

i' . La generatrice G n'est pas parallele au cylindre; dans ce cas. 
la droite G est une arele de rebroussement du cöne des directions asympto- 
liques; le plan asymptote est ä l'infini et coupe la surface suivant une 
courbe ayant un rebroussement au point de contact; la tangente de re- 
broussement est ä l'infini et se trouve dans le plan touchant le cöne suivant 
son arete de rebroussement [n°. 9, 2"]. 

II peut arriver que le plan asymptote (ä 1'infini) toucbe la surface 
tout le long d'une droite ä l'infini [n". 10, 2""" cas]. 

2". Si la generatrice G est parallele au cylindre, le point ä l'infini 
est un point double de la surface [n n . 11, 2']. 
VIII". U surface S se compose de deux plans dont u» ä finfini: 

1". La direction asymplotique n'esl pas parallele au plan ä distance 
finie; le point ä l'infini est un point simple; le plan asymptote est ä 
l'infini, el le point de conlacl est un point triple de la seclion par ce 
plan; la generatrice G est alors une arele triple du cöne des direclions 
asymptoliques [n°. 9. 3"J. 

2". Si la direction asymplotique est parallele au plan ä distance 
finie, le poinl ü l'infini est un poinl double de la surface [no. 11, 3°]. 
I.V. Dans le cas d'un point simple, la surface £ ne peut pas se reduire 
ä deux plans paralleles, ni a deux plans coincidenls, ni ä des plans 
tous deux ä l'infini [n°. 11, 3°]. 
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§• Ii- 
Points doubles a l'infini. 

I. Bechcrcho des points doubles il l'infini. 

13. Supposons que In generalrice 6"(-^- = = — ) soit une gcnera- 
trice douhle du eone des direclions asymptotiques if M (x, y, 3) = 0 et appar- 
lienne en merae lemps au cöne y„_, (x, y , ») = 0, c. a. d. qu'on ait 

(«•) ^r = 0 ' % L = 0 - ^= 0 ' *-.(«. Ar) = », 

les Irois premteres de ces relalions enlrainent cvidcmmcnt la suivanle 

(27 h! \) <f m (a,fl,y) = 0. 
Le premicr memhrc de Pequalion (6.) est alors divisiblc par /*. quels que 
soienl A. ». v, c. ä. d. que touto droite passanl par le poinl ä rinfini 

i x t 

I « " 7 ""~ J' 

I t ----- 0 

y renconlre la surface en deux poinls coincidenls; le point / ä l'infini est 
donc w« point double de la surface. 

Pour oblenir les tangentes propreinent dites u la surface en ce point, 
il faul exprimcr que le premier raembre de 1 equalion (6.) est divisiblc par 
/ J ; ces droiles formeronl une surface toucbant la surface U au point / ä Tinfini. 

Pour que le premier membre de lequalion (6.) soit divisible par on 
doit avoir entre X, //, v, la relation 

^ ( * £ + '4 + v |! V- + 2 j l£ + p §ß + v ^i^-.+2y„_ 2 («, A y) = 0. 

Nous obtiendrons la surface formee par les langentes en / en eliminant l, it. 
i', ä faide des relations (5.); l'equation precedcnte devient alors 

£ 4. (y-/^) ^ + ( 3 _y ( ,) iL 1 \ m 

+ 2lj(*-a P )^ + ( JF -/?p)^ + (*-yp)^j^ l + 2/ , V _,(a,^y) = 0. 

II resulte de fidentite dejä cilee, savoir 

' „ £>= o. iV a >- 4- v 1 ^T 1 " 4- 2«/? 4- 2«v 4- 2/*v 

= l)y„,(a, /?, y) 

et de la relation (27 hi \) que le coefßcicnt de o 7 est nul. 

Journal für M«them»tik Bd. LXV. Heft 2. 18 
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Le coefficient de p esl aussi nul ; cur, en ordonnant par rapport ü x, g, s, /. 
on Irouve que cos variables ont pour multiplicatcurs respeclif«: 

ft -f P • ^ -r r — — ou ( »m— l)--7- , 

On voit donc, tn uyant ejjnrd aux rclntioiis (27 ). que Ii« surfaie, lieu de? 
tangentes ä la surface au poinl / ä finfini, a pour equation 

1 X — V-T V -^5T + * "TT" 4 CXU-t—tt- + ^13 ■■, n + 2tf3 I 

1 " I ^[^^^f^^CA^ 1" 

c'est un cylindre quo je nommerai cylindre asymplole de la surface au poinl 
double I. 

14. Nous allons d'abord conslater que lequalion (30.) represente ef- 

feclivemenl un cylindre. En effel, les plans du cenlre ont pour equations 

da J Bad/1 tady da 

()r, si Ion njoule ces equations rcspectivemenl mullipliecs par «, (i, y, on 
arrive, en egard aux relalions (27.), ä une identile: ces plans passent donr 
par une möme droite; par suile. la surface /' est un cylindre. 

Les plans asymptotes de ce cylindre sont paralleles aux plans 

( 32.) ,'^- +f ^ + ,'^ + a^|^ + 2x*fe + 2,.|^ =0: 

v ' da 1 J dp' oy öadß dady s dßdy 

ces plans sont precisement les plans tangenls au cöne des directions asympto- 
tiques suivanl l'arete double G («, ß, /), [n°. 8]. 

Le cylindre asymptole /' esl la polaire du second ordre du point ;i 

Tinfini (— = ~r = — ,t = 0) ou la surface diametrale du second ordre cor- 

et (-* y 



Digitized by Google 



Painrin, points ä Cinßni sur les snrfacet algihriques. 



respondant ä la direction 0(tt,ß,y). Les generatrices du cylindre sont pa- 
ralleles ä la droile G, car celte droile est parallele ä chacun des plans des 
centres (31.). 

Ainsi, en un point double l a Cinßni rf une surface, les tangentes pro- 
prement dite$ forment un cylindre du second degre parallele ä la direction 
asymptolique sur laqnelle se trowe le point I: celte droile est une arete double 
du cöne des directions asymptotiques. 

15. Nous signalerons les proprieles cnracleristiqucs suivanles: 

1". Un plan quelconque passant par le point double c. ä. d. parallele 
n la generatrice G coupe la svrface stticant une courbe ayant un point double 
ä Cinßni; les tangentes en ce point double sont les intersections du cylindre 
asymptote par le plan secant. 

2". Un plan tangenl quelconque au cylindre asymptote coupe la sur- 
face suirant une courbe ayant un point de rebroussement ä Cinßni, la tangente 
de rebroussement est la generatrice de contact de ce plan anec le cylindre. 

3 . Les plans asymptoles du cylindre coupent la swface suicant une 
courbe ayant un point de rebroussement ä Cinßni, la tangente de rebroussement 
est la generatrice de contact, laquelle est aussi ä Cinßni. 

Pour deraontrcr los proprietes quon vient d'enoncer, nous prendrons pour 
axe des z une parallele ä la direclion asymptolique consideree, c. a d. que 
nous supposerons 

a = 0, /* = 0. 

et pour plan des xs, un des plans tangcnts au cylindre; nous choisirons, en 
outre. la generatrice de contact pour axe des a. Si Ton tient compte des 
relations (27.) et qu'on ait egard ä la position particuliere des axes par 
rapport ä la surface /', on Irouve que les fonctions </>„, y_ M <p m _ 7 , doivent 
etre de la forme 

<f m {x,y,i) = +(Ax l + 2Bxy + Cy 2 )z— %• 

y_, - +(a 1 *^2M*+c.y l )*-- 3 + JI I y»--%- 

V-»(*,Sf,») = +(A 1 x+B ! y)*- i ; 
et le cylindre /' a pour equalion 

(/') Ax 7 + 2Bxy + Cy* + B l yt = 0. 
Le plan des yz peut 6lre regarde comme un plan quelconque parallele a la 
direclion asymptolique consideree; or Tequation de la section de la surface 
par ce plan x = 0 est 

(.••4-C J fV- s ) + /(... + ß, i , 8 - J ) + / 1 (-. + ß 7 y«-- J )4-- = 0; 

18» 
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la direction asymptolique y — 0 ou Taxe des * correspond n un poinl double: 
car si l'on pose 

y = kl 

le premier inembro de lequation precedenle est divisible par t\ quel que soit 
k. Nous obtiendrons les langenies en egalant ä zero le coefficient de /*, on 
a ainsi 

CA' + Ä^O, ou ty' + £,y< = 0; 
ce sonl precisement les deux droites interseclions du cylindre J par le plan 
x=0; la proposition (1".) se Irouve ainsi demontree. 

Le plan des xz ou y = 0 esl langen! au cylindre asymplote; or Pequa- 
lion de la seclion de la surface par ce plan est 

{••• + Az 1 s m - 7 )-i- t(-'- + a,x r & m - :i ) + t 1 (~- + A 7 x* m - , ) + -'- = 0; 

la direction asymptolique j-0 ou Taxe des a correspond ä un point double; 
car si Ton pose 

x — kt 

le premier membre de P equalion precedenle est divisible par / 5 , quel que soil k. 
Nous obtiendrons les langenies en egalanl ä zero le coefficient de t\ on a ainsi 

* 3 = 0, ou x 7 = 0; 
le poinl ä Pinfini est donc un point de rebroussement ; ce qui demontro la 
proposition (2°.). 

On etablira de la memo maniero la proposition (3 U .) en prenant pour 
axe des s la ligne des cenlres du cylindro asymplote. et, pour plan des xs, 
un des plans asymplotes de ce cylindre. 

16. Parmi les langenies qui formenl le cylindre atymptote, il y en 
a qui onl avec la surface un contact d'ordre plus eleve que le premier, c. ä. d. 
qui rencontrent la surface en quatre points coincidant avec le poinl /. 

Nous obtiendrons ces langenies en egalanl a zero les coefficients de 
t l et /' dans Pequation (6.); on Irouve d'abord la relation (28.) qui, par leli- 
mination de A, u, v, nous conduit ä 1 equalion (30.) du cylindre asymplote. 

En egalanl a zero le coefficient de r 1 , on a (en conservanl la notation 
symbolique) 

(, a a , a »• , Q i 5 a . a a >* 
+«| i £+*£ + '-£!*~+«fc-.hAr) 

Si, entre cetle equalion et les relations (5.) nous eliminons l, u , r , noos 
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aurons fequalion d'une seconde surface sur laquelle doivent se trouver les 
tangentes en question que je designerai oncore sous le nom de langenle» iu- 
flexionneües. 

Par la sabslilution indiquee Pequation (33.) devient 

i ((■p-«c)^+(f-/ j c)^+(*-yc)^r) v- i 

( + w \(x - a 9 ) £ + (y - fo) §- ß + (» -w) |rj + M («, A y ) 1 

Maintenant developpons suivant les puissances de l'equation (34.); rappelons 
les hypotheses (27.) 

< 2? ) ^ = 0 ' ^ = 0 ' y-.(«W^y) = 0; et y) = 0, 

equations dont la derniere est un consequence des trois premieres, et reroar- 
quons que pour des fonctions homogenes du degrö « on a les identiles 

' = »(M-l)(»-2)/ , (a,/?,y). 

En vertu de lu troisieme des relations (35.) le coeflicient de p 1 est nul. 

D'apres la seconde des relations (35.), le coeflicient de se reduit a 

quantite nulle par suite des hypotheses (27.). 

EnOn, en ayant egard ä la premiere des identiles (35.), le coeflicient 
de {f est, abstraction faite du facteur -3(m-l), 
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or cette expression est celle ä laqaelle nous condait la relation (28.) lorsqu'on 
y reraplace l, //, v, par leurs valeurs (5 ): cette quantite est donc nulle aussi 
puisque nous devons tenir compte de rette relation. 

Par consequent, les langenies inßexionneUes doivent se trouver sur la 

surface 



i v v ö r , „. rJ ■ d , d r 



- o. 



Celle surface est du troisietne ordre: il est facile de se convaincre que 
c'est la polaire du 3*"" ordre du point ä I' inJini (-^ ~ ^ = — , / = o), ou la 
surface diametrale du troisietne ordre correspondant aux cordes paralleles ä la 
ffeneratrice 6'(a, ß, y). 

Cette surface S et le cylindre asymptote /' se coupent suivant six 
droites paralleles ä la generatrice G: il y a donc six taugenles inßexionneUes 
c. ä. d. six langenies au point double I ayant atec la surface »n contact du 
second ordre. 

Nous allons constaler que le cylindre asymptote et la surface -5" se 
coupent eu eflel suivant six droiles paralleles ä la generatrice U. 

17. Prenons pour axe des * la direction asymptolique consideree. 
c. ti. d. supposons 

a = 0, ^ = 0, y =l, 
et ecrivons que les relations 

W ^ = «. ^ = ^-«i »-.(«.Ar)-«- 

sont satisfaites. 

On constatera, sans difficulle, que les fonclions y m , doivent avoir 
les formes suivantes 

<f m {x,y,t) = • + (ax'+Sbx'y+'6cxy'+dy i )i'- 1 +(A^+^^9+ c Y )*" 
J (p m -x{x,y,i) - + (a t x 1 + 2b l xy+c,y 1 )s m i + (A l x + B t y)3"'- 1 ; 

</:„_, x, y, 3) = + (a 1 x+b s y)i m -*+A 3 * m - \- 

nous avons ecrit en meme temps les fonclions y__ 3 , qui seronl ne- 

cessaires pour former les equations du cylindre asymptote et de la surface JE. 

En prenant pour axe des * ia direction asymptotique. on trouve que 
les equations de ces deux surfaces sont respeclivemenl : 
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Cylindre asymptote 

(38.) (/') Ax 2 + 2Bxy+Cy*+t(A l x+B,y) + A 1 ( l = 0. 

surface — 

0 = 

(39. J {£) ) ax i ^bx 1 y+'Äcxy^dy\{m-2){Ax^2BxyrCy)i 

Ces formules nous seronl exlremement uliles pour la discussion des points 
doubles. 

18. Revenons maintenanl ä l'objel que nous avions en vue, savoir 
l'inlersection des dcux surfaces /' el 2. 

Le cylindre asymptole 7' a pour equalion 

Ax' + 2Bxy + Cy 1 +t(A t x + B,y) + A i r = 0; 

lequalion de la surface S peul s'ecrire 

ax 1 + 3bx 1 y + 3cxy* + dy 1 + l(o,x* + 2b l xy+c l y*) + l\a,x + b 2 ynA i t i ) = Q 
±(m-2)i[Ax* + 2Bxy + Cy' + t(A l x+B l y) + A l P] I 

or la seconde parenthese est nulle si Ton a egard ä la preniiere equalion; 
donc les points conimuns ä la surface 2 et au cylindre asymptote sont 
communs aux deux surfaces 

Ax 7 + 2Bxy + Cy' + t(A l x + B l y) + A i r = 0, 
ax'i3bx 1 y + Scxy 7 ~dy 3 + t(a l x*+2b l xy + c l y') + t 2 (< h x+b,y)+A i r = 0. 

Mai9 ces deux surfaces sont deux cylindres paralleles ä Taxe des a; donc 

Le cylindre asymptote de la surface U coupe la surface £ suieant 
»ix droites paralleles ä la direction asymptotique; ces six droites ont anec la 
surface, au point double ä fmfini, un contact proprement dit du second ordre 
c. ä. d. renconlrent la surface en quatre points coincidents. 

Les equations (38.) et (39.) nous monlrent immedialemenl que le point 
ä Tinfini considere est aussi un point double pour la surface -2f, et que le 
cylindre asymptote a la surface U est aussi asymptote a la surface £. 

Remarque. Lorsque la surface U est du troisieme ordre, la surface 
JS" n'est autre que la surface elle-möme; nous pouvons donc conclure de ce 
qui precedo que si nne surface du troisieme ordre a un point double ä fin- 
fini, le cylindre asymptote corrcspondant ä ce point double coupe la surface 
suivant six droites paralleles ä la direction asymptotique. 
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19. Avant de nous occuper de la discussion des poinU donbles, il 
nous reste ä etudier la section de la surface par un plan quelconquc passanl 
par une des tangentes inflexionnelles. 

Prenons pour axe des s la tangento inflexionnelle consideree, et poor 
plan des xs le plan tangent au cylindre asymptote suivant cette arete; nous 
nous servirons donc des equalions (38.) et (39.), et nous ecrirons que laxe 
des s appartient aux deux surfaces 1' et -2" et que le plan des xs est tan- 
gent au cylindre. Nous obtenons ainsi les condilions 

A, = 0, A, = 0, A t = 0. 

Clierchons Pintersection de la surface par le plan des xs qui est tangent 
au cylindre asymptote suivant une tangenlc inflexionnelle, et par le plan des 
ys qu'on peut rcgarder comme un plan quclconque passanl par cette tangente, 
en ayanl egard ü la forme (37.) des fonclions y m , </»_,, <f m ->, y„_j et aux 
dernieres relations. 

La section de la surface par le plan des ys ou x = 0 est 

{... + Cy , »- I ) + <(--r Ä.y»- , ; + / I (-+6 J y»- , ) + < i (-+Ä J y»- 4 ) + ... = 0; 
la direction asymptolique y--0 ou Taxe des s correspond ä un point double, 
car en posant 

V = 

le premier mcmbre de Pequation est divisible par / 7 ; on aura les tangentes 
en egalant ä zero le coefficient de ce qui donne 

Ck 7 -f Bt k - 0, ou Cy 7 ^B,yt = 0; 

lorsqu'on fait y = 0 le premier membre de Pequaliou precedente est divisible 
par /*, donc Taxe des s est, pour le point double, une tangente d'inflexion. 
La section de la surface par le plan xs ou y 0 est 

+ JrV-^H'(••• + o l x5"- 3 )-^/ 3 (••• + a.a•*"'- :, ) + / 3 (••• + a3X^ , ■- 4 )^-••. -0; 
la direction asymptolique x = 0 ou Taxe des s correspond ä un point double ; 
car, en posant x = kt, on trouve que le premier membre de Pequation est 
divisible par /%• on aura les tangentes en egalanl n zero le coefficient de / : , 
ce qui donne 

Ak' = 0. ou x~ = 0: 
et, lorsqu on fait x — 0, le premier membre de Pequation precedente est di- 
visible par /%• on a donc un point de rebroussement de deuxieme espece, car 
la tangente de rebroussement a un contact du second ordre. 
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20. Resumons les proprietes principales des points double« a Tinfini. 

Besinne. 

En un point double / ä ttnfini sur une surface, los langentes propre- 
inent dites formen! un cylindre du second degre pnrallelo ä la directum 
asymplotique G sur laquelle se trouve Io point /; la droile G est une 
arele double du cöne des direclions asymptoliques, c'est une condition 
necessaire ä l'existence d'un point double, mais non sufGsanle. 

Un plan quelconque passant par le point double c. ä. d. parallele 
a la droile G coupe la surface suivant une courbe ayant un point double 
h l'inüni, les langentes en ce point double sont les inlersections du cy- 
lindre asymptole par le plan secant. 

Un plan tangent quelconque au cylindre asymptole coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement en / ä ttnfini, la 
tangenle de rebroussement est la generatrice de contact et a avec la courbe 
uncontact du premier ordre; c'esl un rebroussement de premiere espece. 

Les plans asymptoles du cylindre (lesquels sont paralleles aux deux 
plans tangents au cöne des direclions asymptoliques suivanl Partie double G) 
coupent la surface suivant une courbe ayant un point de rebrousse- 
ment ä Pinfini; la tangenle de rebroussement est la generatrice de contacl, 
laquelle esl aussi ä Pinfini. 

Parmi les generatrices du cylindre asymptole, il y en a rix, que je 
nommerai tangenle* inßexionnelles, qui rencontrent la surface en / en 
quatre points coincidenls. La polaire -2" du troisieme ordre du point / 
ä l infini a ce point pour point double et a meme cylindre asymptote que 
la surface proposee; le cylindre asymptole et la surface 2 se coupent 
suivant six droites paralleles ä la generatrice G; ce sont les six tangentes 
inflexionnellcs. 

Un plan quelconque passant par une tangenle inflexionnello coupe 
la surface suivanl une courbe ayant un point double on / a Tinfini; une 
des tangentes en ce point double esl la tangenle inflexionnelle, laquelle 
a avec la courbe un contacl du second ordre-, c'est donc une tangenle 
d'inflexion. Le plan tangent au cylindre suivant une tangenle inflexionnelle 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement 
ä l infini; la tangenle de rebroussement est la tangente inflexionnelle, 
laquelle a un conlact du second ordre avec la courbe; c'est un rebrousse- 
ment de deuxieme espece. 
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II. DUcnasioD dea points doublea a l'infini. 

21. Nous classerons les varieles d'un point double d'apres la nature 
du cylindre asymptote correspondanl ä ce point. 

1" cas. Le cylindre asymptote est un cylindre paraboUque. 

Les proprietes generales resumecs dans le no. 20 ont encore lieu dans 
ce cas; sculement la seclion, dont le point de rebroussement a pour langente 
une droile o l'infini, est faile ici par le plan ä l'infini, car le plan asymptote 
du cylindre parabolique est n l'infini; ce plan est parallele au plan (ouchant 
le cöne des directions asymptotiques suivant l'arete G, laquclle est alors une 
ariMe de rebroussement (car les lermes du second degre de l'equation (30.] 
formen! un carre parfait, et ces termes donnent en meine lemps les plan.- 
tangents (32.) au cöne suivant l'arete double). 

En outre, les plans paralleles aux plans diametraux du cylindre para- 
bolique coupent la surFace suivant une courbe ayant un point double ä l'infini, 
une des tangenles est ä l'infini, lautre est la generalrice ä distance finie inter- 
section du cylindre par le plan secant. 

22. 2"°" cas. Le cylindre asymptote se redtrit ä deux plan» qtri se coupent. 
Prenons pour axe des * la droile interseclion des deux plan9, et an 

de ces plans pour plan des xt; nous servant alors des equalions (38.), (39.} 
et (37.), il faudra supposer 

.4 = 0, .4, = 0, #, = 0; A 2 = 0; 
les surfaces /' et 2: auronl alors pour equations respectives 

(/) 2Iixy + Cy* = 0; 
iax , + 36ar 7 y+3cxy , +^ J 4-(«-2)[2^ + Cy]»j = 

et les fonclions <f m} y„_ 2 , j se reduiront a la forme 



*f m - + {ax t + 3bx' , M + 3cxy 7 j rf ^ , i ) a «- J +(2Äx ^ f+ty)*-^• 

= + («,x ? + 26 1 x J r-t-c lJ f 7 ) 3 - 3 ,- 

- »-- 4 -M 3 *—\ 



Nous pouvons regarder le plan des yi comme un plan quelconque passant 
par Taxe du cylindre asymptote (deux plans qui se coupent); en faisanl x-0. 
nous obtiendrons pour equalion de la section de la snrface par ce plan: 

(■•• + Cy*-~ l ) + /(•■• 4- e, yV- 5 ) + *^ 



Digitized by Google 



Painvin, poinfs d rinfini sur les surface» algibriques. 



147 



la direction asymptotique y = Ö ou Taxe des s corrcspond u un point double: 
les deux tangenlcs en ce point double se confondenl avec Taxe des *, et le 
contact esl du premier ordre; on a donc un rebroussemenl de premiere ospece 
ä ttnfini. la droite 02 est la tangcnte de rebroussemenl. 

La scction de la surface par le plan des xz (y = 0) c. a. d. par un 
des plans asymplotes a pour equation 

(•.. + «x 3 5— J )-r /(••• ; a.xV- 1 ) + /•(••• + a.x*"- 3 ) f « , (- + ^ J *— 3 )4---- = 0: 

la direction asymptotique x = 0 ou Taxe des 3 correspond ä un point Iriple 
de la section, car si Ton pose 

x kt, 

le premier membre de lequation precedente est divisible par t 3 ; les tangentes 
en ce point triple seront donnees par lequation 

ak 3 + a,k 2 + a 1 k+A J = 0, ou ax 3 + a, x't + a, xt 7 + A, l 3 = 0 ; 
ces trois droites sonl precisemcnt les intersections de la surface £ par le plan 
tj ■- 0, c. ä. d. les trois tangentes inflexionnelles situees dans le plan asymptote 
considere. 

Si Ton cherche l'intersection de la surface par le plan 

x = ht 

qu'on peut regarder comtne un plan quelconque parallele ä la direction 
asymptotique, on trouve une courbe ayant un point double ä l'infini, les deux 
tangentes sont les intersections du plan secant avec les deux plans asymplotes 
constituant le cylindre asymptote. 

Considerons enfin Tinterseclion de la surface par un plan quelconque 
parallele ä Tun des plans asymplotes, y — 0 par exemple; soit 

V - ht; 

l'equation de la scction par ce plan esl 



[••• + (ax 3 + 36Ax 7 f + Zch'xt 1 + äh 3 t 3 ) 3-~ , + (2Bkxt + Ch't ') »— * j 




ou, en ordonnanl, 

J(>-- + a*r^) + lx{--' + 2Bk* m - , )+t\-.- + Ck 3 * m - , ) + t s (...) + ••• = 0. 
La direction asymptotique x = 0 corrcspond ä un point double, car si Ton pose 

/ = Aar, 

on voit que le premier membre de l'equation precedente est divisible par x 1 ; 

19* 
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les Iangenles au poinl double sonl donnees par l'equatioti 

2 Bhk + CM = 0, ou 2Bxl + Cht' = 0 ; 

une des tangenlcs esl la droilo ü l'infini t~ 0, l'aulre esl la droite 2Bx \-Chl = 0\ 
il est visible que celte derniere droilo est rintersection du plan secant y— ht-0 
avec le second plan asymptole 2Bx+Cy = 0. 
Ainsi : 

Le cylindre asymptole se reduisant ü deux plant qui se covpenl (que 
je nommerai plan* asymptotes du point double), faxe de* deux plan» 
asymptotes esl parallele ä la directum asymptotique; les langenies inßexionnelle* 
sont les intersections de la surface polaire 2 par chacun des plans asymptotes. 

Tout plan passant par Vintersection des deux plans asymptotes coupe 
la surface suitant une courbe ayant un point de rebroussemenl en J ä finßni: 
pour toutes ces sections la langente de rebroussemenl est Cmtersection de* 
deux plans asymptotes; on pourrait donner ä ce poinl double particulier le 
nom de poinl de rebroussemenl conique, et ä la langente commune celw 
d'axe de rebroussemenl. 

Chaque plan asymptole coupe la surface suitant une courbe ayant «* 
point triple en I ä finßni; les trois Iangenles en ce poinl triple sonl les troi* 
langenies inßexionnelles situees dans le plan asymptole considere. 

Un plan quelconque parallele ä la generalrice G coupe la surface sui- 
cant une courbe ayant un poinl double en I; les deux Iangenles sonl les intrr- 
seclions des deux plans asymptotes par le plan secant. 

Un plan quelconque parallele ä tun des plans asymptole* coupe lo 
surface suitant une courbe ayant un point double ä Cinßni; fune des Ian- 
genles est fintersection du second plan asymptole par le plan secant, et la 
seconde langente est ä Cinßni, paraMeie ä la geneiatrice G. 

23. 3""' cas. Le cylindre asymptole se reduit a deux 
plans paralleles. 

Prenons la direction asymptotique pour axe des s et Tun des plans pour 
plan des xs; nous servant alors des equations (38.) et (39.), il faudra supposer 

.4 = 0, 5 = 0; A-0, A 2 = 0; 
les surfaces /' et £ auront pour equations rcspectives 

(!') Cy*+B,yt = 0, 
, jaar J 4-36jrV + 3ca^ ? +rfy J +(«-2)C> I *+/[a 1 ar J 4-2^^ + c l y , ]j 

+ (m-2)B k y*t+t 7 (a 2 x+f h y)+A,t i I ~ 
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et les fonctions (f m , tp m -u V— ^ • . • se reduiront ä la forme 

<f M = + (ax 3 + Sbx'y + Sexy 1 + dy 3 ) s~~ 3 + Cyh m ~* ; 

<p m -t = +(a l x 7 +2b t xy + c l y 7 )* m - 3 + B l ys m - 1 ; 

(p*-* = +(«h*4-6»jr)*— 'i 

<ip_j = +A 3 s~- 3 . 

La section de la surface par le plan des x* od y = 0, lequel est un des deux 
plans asymplotes, a pour equation 

(• • • + oxV- 3 ) + 1 (• • • + a, x 1 *" 3 ) + 1 2 (• • • + (hx»'- 3 ) + t 3 (• • • +^,«"~ J J + • • • = 0. 
La directioo asymptotique x = 0 ou Taxe des z correspond ä un point triple; 
si Ton pose x = kt, on aura les tangenles en ce poinl triple en egalant ü 
zero le coefficient de t 3 , ce qui donne 

aiP + a, **+<!,* + 4 = 0, ou ax>+€t l a?t+a l xt*+A 1 i 1 = 0\ 
on voit que ces trois droites sont les intersections de la surface 2 par le 
plan y = 0, c. ä. d. les trois tangenles inflexionnelles situees dans le plan 
asymptote considere. 

Cherchons maintenant l'intersection de la surface par un plan quel- 
conque parallele aux plans asymplotes, savoir par 

y = ht; 

on a pour equation de la section: 

[...+(«*»+ uhxH+Zck'xt 7 +dk 3 t 3 )*- 3 + cm- 9 ] 

+ f[.-+(a 1 * , +26 1 te<+c J AV)*— ^B,^"*] = 0; 

+ / J [-. + (a 1 x + Ä 1 W)«- 3 ] + / I [... + J J *- I ] + ... 
ou, en ordonnant, 

+ / J [--- + (rfV+c,A 2 +M + 4)*" ,_J ] + "- 1 ~~ 

La direction asymptotique x = 0 ou Taxe des a correspond ä un point double; 
et en posant t = hx, on trouve, en egalant a zero le coefficient de x 1 , 

Ä J = 0, ou < J = 0; 

on a donc un point de rebroussement, la tangenle de rebroussement est ä l'infini. 

Le plan des yi peut ölre regarde comme un plan quelconque parallele 
ä la direction asymptotique; la section de la surface par ce plan possede un 
point double ä l'infini, les tangenles en ce point double sont les intersections 
des deux plans asymplotes paralleles par le plan secant. 
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Ainsi: 

Lorsque le cyündre asymptoie se reduit ä deux platt* parallele* (qve 
je nommerai plan* asymploles du point double), tont plan parallele aus 
plan» asymptoie* coupe la surface suitant une courbe ayant un rebroussement 
en I ä finfini, la langente de rebroussement est ä finfini dans le plan secasJ 
et parallele ä la direction asymptotique; le point double de la surface peut encore 
Mre desigue son» le nom de point de rebroussement conique. mai* faxe 
de rebrousaemenl est ä finfini, paraUele ä la direction asymptotique. 

(jhaam de* deux plan* asymploles coupe la surface suiranl une courbe 
ayaut un point triple ä finfini; les langente* en ce point triple sont les troit 
laugente* inßexiomelle* situees dans le plan asymptoie considere. 

Un plan quelconque parallele ä la direction asymptotique coupe la sur- 
face suiranl une courbe ayant un point double ä finfini, les langente* en ce 
point sont les interseclions du plan secant avec les deux plan* asymptoie*. 

24. 4*"" cas. Le cylindre asymptoie *e reduit ä deux plant 
coincidents. 

Prenons pour axe des & la direction asymptotique, et, pour plan des xi, 
lc plan nuquel se reduit le cylindre asymptote; on devra avoir (equation (38.)) 

.4=0, ß-0: .i, = 0, ß, = 0: ^. = 0; 

lc cylindre asymptoie et la surface £ ont alors respectivemenl pour equalions 

(/') f - 0, 

\ax s +Zbx 1 y+3cx« i +dy i Htn-2)C*yi + t(a t x> + 2h t xy + c,y ) 
I +/ , («;* + Ä lS r) + ,4,/ J = 0; 

et les fonclions <p m) <f m .,i .. . prennent la forme 

V- - + + Sbx'y + Sexy 2 ~ dy 1 ) »- 1 + Oy V" J : 

<fm-i ~ + («1«' + 2bt xy + c, y '*)»— 1 ; 

*f»-i — 4- (»i x + b, y ) 1 ; 

Vm~s = +(a i x + b i y)z" 4 -' r A,i— i . 

Le plan des x« ou j = 0 coupe la surface suivant la courbe 

la direction asymptotique x = 0 ou laxe des 3 correspond ä un point triple: 
les tangonies inflexionnelles se reduisent, dans le cas actuel, ü trois systemes 
de deux droites confonducs; ces trois droiles sont les tangentes au point triple. 
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Le plan des yz peul etre regarde comme un plan quelconque parallele 
ä la direction asymptotique; la section de la surface par ce plan a pour equalion 

la direction asymplotique y = 0 ou Taxe des s correspond ä un point double, 
les deux tangentes au point double se confondent avec faxe des t; cest 
donc un point de rebroussement. 

Si Taxe dos s est une tangente inflexionnelle, c. ä. d. si yl 3 = 0, la 
tangente de rebroussement a un contact du second ordre; cest un rebroussement 
de 2*"" espece. 

L'interseclion de la surface par un plan quelconque parallele au plan 
asymptote, tel que y = ht, a pour equation 

[■•.+(ax s +dbkx't+3ckW+dh 3 i 1 )3 m - i +Ctf^ 

+ t*[>" + (a t x+b t kt)»—*] + t i [~. + A i » m ~ r \ + - = 0, 
ou, en ordonnanl, 

(• • • + «* V- 3 ) + / [• • • + (36 A + a.) xV" 5 ] + /»[•.. + CA 2 *- 5 ] 
+ / i [-- + (rfA J + c I A 7 + 6 J A + ^j)a"~ 3 ] + -- 

La direction asymptotique x = 0 ou Taxe des * correspond ä un point double ; 
en posanl / = kx et eu egalant ä zero le coefficient de x 1 , on a pour les 
tangentes 

A 7 = 0, ou t 7 ~0; 

on a donc un point de rebroussement dont la tangente est a llnflni. 
Ainsi: 

Ix)rsqve le cylindre asymptote se reduil ä deux plan» cousddents (que 
je nommerai plan asymptote du point double), un plan quelconque pa- 
rallele ä la direction asymptotique coupe la surface stticanl une courbe ayant 
en 1 ä tinfini un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est 
fintersection du plan secanl acec le plan asymptote; cest un rebroussement 
de premiere espece; le rebroussement est de deuxieme espece, lorsque le plan 
sicanl passe par une des tangentes inflexionnelles. Ainsi, toutes les tangentes 
de rebroussement, au Heu de se confondre comme dorn le deuxiente cas avec 
une seule droite, sont ici toutes dans un meine plan asymptote. On pourrait 
donc donner ä ce point double ä Pinßni le nom de point de rebrousse- 
ment plan, et le plan asymptote serait le plan de rebroussement. 
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Le plan asymptote coupe In turface snicant une conrbe ayant un point 
triple ä Cinßni, les tangentet en ce point triple tont let trots tanyeule* in- 
flexionnellet, intertectiont de la turface 2 par le plan atymptote. 

Un plan quelconque parallele au plan atymptote coupe la turface 
suivant une courbe ayant un point de rebrouttement ä finfini, la tangente de 
rebrouttemenl est ä tinfini, parallele ä la gineratrice G. 

25. 5""' cas. Le cylindre atymptote te reduil ä deux plann, 
dont un ä finfini. 

Si Ton se reporle ä l'equalion generale (30.) . on voit que ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptolique G sera une arete triple du c6ne 
C et une arete simple pour le cöne (x, y, *) = 0. 

En prenant pour axo des s la direction asymptolique et en supposanl 
que le plan des xs soit le plan ä dislancc finie, on ä d'apres les equalions 

(38.), (39.), (37.), 

.4 = 0, B = 0, C=0: A, = 0, A 7 = 0\ 

d'oü 

(/) B,yt = 0, 
j «r 1 4 36x J jf 4 3cxy< + dy* + t [a, x> 4 26, xy 4 c, t, 3 4 (m - 2) B t yi] 

et 

V. - 4-(a^ , + 36as , y43cay , 4rfy , )»- , ,• 

9-. = +(a l x'+2b ) xy + c,y 7 )z-^ + B l y*-': 
V— » = + {a?x + b,y)s— 1 ; 

= +(a s x+b J y)s''-* + A i z- i . 

Trois des tangentes inflexionnelles sont les intersections du plan a Tinfini avec 
les trots plans 

ax 1 + 3bx'y + Scxy'+dy i = 0: 

et les trois autres sont 

y = 0, a3e t +a t x 9 t + a l xf + A s t i = 0. 

L'intersection de la surface par le plan des y», que nous pouvons regarder 
com nie un plan quelconque parallele ä la direction asymptolique, a pour equalion 

(...4dyV- J ) 4 <(-4Ä,jf»"- , )4-/ ! (- + 6 J y*- J )4 /\'- 4^»— J ) + - = 0. 
La direction asymptolique y = 0 ou Taxe des z correspond ä un point double: 
en posant successivement y = kt, puis / = on obtiendra les deux langeoles 
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en ce point double, qui sont: l'nne, l'intersection dn plan secant avec Ic plan 
asymptote ä distance finie; l autre, ä 1'inGni. Lorsque Taxe des s est une des 
tangentes inflexionnelles, la premiere tangente a un conlact du second ordre. 

Par une analyse setnblable ä celie que nous avons dejä repelee plusieurs 
fois, on constatera que rinlersoction de la surface par un plan parallele au 
plan des xs a un point de rebroussement ä l'infini donl la tangente est elle- 
meme a rinfini. 

Ainsi: 

Lorsque le cylindre asymptote se reduit ä deux plana dont un est <i 
tinfini, la direction asymptotique G est une arete triple du cöne C et une 
arete simple pour le cöne <f n _ { {x,y, z) = 0; trois des langenies inflexionnelles 
sont dans le plan « tinfini. Le plan asymptote ä distance finie est parallele 
au pUm tangent au cöne [x, y, s) - 0 suitant l arete G; les trois tan- 
gentes inflexionnelles ä Cinfini sont respecticement dans les plans tangenls au 
cöne C suicant f arete triple G. 

Tont plan parallele ü la direction asymptotique coupe la surface suhanl 
une courbe ayanl un point double ä tinfini; une des tangentes est ä tinfini, 
parallele ä la direction asymptotique; taulre est tinlcrsection par le plan 
secant du plan asymptote ä distance finie. 

Toul plan parallele au plan asymptote ä distance finie coupe la surface 
suirant une courbe ayanl un point de rebroussement ä tinfini, la tangente de 
reltroussement est ä l'infini, parallele ä la direction asymptotique. 

Les deux plans asymptotes coupent la surface suitant une courbe ayanl 
un point triple ä tinfini, les tangentes en ce point sont les tangentes in- 
flexionnelles. 

26. 6'"" cas. Le cylindre asymptote se reduit ä deux plans 
eoiucidents et ä tinfini. 

Si Ton se rcporle ä lequation generale (30.), ou voit que ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptotique G sera une arete triple du cöne 
C et une arete double pour le cöne q> m -t(x, y, a) = 0. 

On a alors, d'apres les equations (37.), (38.), (39.): 

A = 0, 8 = 0, C = 0; .1, = 0, 0,-0: 




| ax J +36Jr 7 y+3^xy 7 +rfy J +/(fl l J: 2 +26 1 ^+c,y i )+/ ^ [a 2 x+^^-(w*-2)>l ^ *]+^,r , 

= 0; 
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<p m = + (ax* + 3bx*y + 3cxy ' + dy») »— 1 ; 

(f m-i = + (a,x* + 2b l ry + cy'j*— J ; 

V i = *"~ J -r A, »— * ; 

Les tangentes inflexionnelles se reduisent ä trois groupes de deux droites 
coincidentes situees dons le plan ä l'infini el dans les trois plans tangents au 
cdne C suivant Parete triple G. 

Le plan des x& peut etre regarde comme un plan quelconque parallele 
n la direction asymptotique; son intcrsection avec la surface est 

la direction asymptotiqae i = 0on Taxe des s correspond ä un point double ; eh 
en posant / = kx, on trouve ponr l'equation des langentes en ce point double 

A' = 0, ou t 1 = 0. 

Donc: 

Lorsque le cylindre asymptote se reduit ä deux plant confondus acte 
le plan de Cinfini, un plan quelconque parallele ä la direction asymptotique 
coupe la surface suitant une courbe ayant un point de rebroussetnent ä Cinfini, 
la tangente de rebroussetnent est ä Cinfini dans le plan asymptote; on a ainsi 
un point de rebroussement plan, mais le plan de rebroussetnent 
est ä Cinfini. 

Le plan ä Cinfini coupe la surface suitant une courbe ayant un point 
triple en I, les tangentes en ce point sont les intersections par le plan ä Cin- 
fini des trois plans langents au cöne C suitant Carete triple G. 

27. Kemarque 1. II peut arriver, dans le cas d'un point double ä 
l'infini sur la surface. que la surface (36.) se reduise a un cöne, ou bien a 
un cylindro non parallelo ü la direction asymptotique; mais ceci ne se presentera 
que pour certaines positions particulieres des tangentes inflexionnelles, lorsque, 
par exemple, plusieurs de ces tangentes se confondent, ou s'cloignent ä Tin- . 
fini, etc. . . . Nous obtiendrions alors des Varietes du point double renfermees 
dans les cas particuliers que nous venons d'eludier; mais nous devons laisser 
de cöte cet examen qui aliongerait demesurement cette discussion dejä fort 
etendue. D'ailleurs les hypotheses que nous avons parcourues nous ont donne 
les cas generaux de la discussion des points doubles; ces cas doivent evidemment 
correspondre aux formes speciales que peut presenter le cylindre asymptote. 
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Cependant il est imporlont de remarquer que, dans le cas dun point 
double, la surface 2 ne peul pas se reduire a un cylittdre parallele ä la 
direction asymptotique. Car, prenant la direction asymptotique pour axe des 
2 et faisant usage de lequalion (39.), on devrail avoir 

,1=0, ß = 0, 0 = 0; A, = 0, £,=0; A 2 = 0. 
L equalion (38.) da cylindre asymptote se reduirait, dans ce cas, a une identite; 
par suite, on conclurait do lequalion generale (30) 

et on voit alors, par lequalion (6.), que /e pomf / A Ah/ja» «eroiY trn />ot*/ 
fripfc rfe te surface. 

28. Remarque II. La discussion des poinls multiples dordre superieur 
au second serait excessivenient compliquee; eile exigerait d'ailleurs, pour etre 
complete, des notions plus etendues que celles que nous possedons sur les 
courbes et les surfaces d'ordre superieur. 

Je me contentcrai de signaler les cas suivants, pour montrer commenl 
la melhode analytique se prete avec facilile ä Feinde et ä la discussion des 
poinls ä Pinßni. 

1°. Les fonction* <p m et sont respectivemettt de la forme 

v- = [A*>yi»)]V(*»ff »)i 
Vm- ii x , y, *) = A*t *) vfa y> *)• 

Considerons une direction asymptotique (o, ft, y) situee sur le cöne 
y, *) = 0, de sorte que f(a, (j,y)=0 ; 

le point a ttnfini correspondant = ^ = y , / = 0) est un point double de 
la surface; le cylindre asymptote (30.) a pour equation 

(4 ,.,|»(«.Ar)[-£+»|+»|fr+ < *<«.A>''[*lf+»|5+*f]j-ft 

Celle equation represente deux plans paralleles, le point double est, par suite, 
un point de rebroussement conique dont Taxe est ä finfini [n°. 23]. 
Donc chaque point de la courbe ä ttnfini 

f(x,y,*) = 0, / = 0, 

20* 
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est un point double de la surface; ce sont des points de rebroussement 
eonique dont Taxe est ä ttnlini. 

Pour les directions asymploliques, inlersections des deux cönes 

<f(a%y, 3 ) = (K f[x,y,z) = 0, 
les points de la courbe sont des uoinls de rebroussemenl de la nature 
de ccux qui ont ete eludies au [n". 25], car alors le cylindre asymplole 
se compose de deux plans dont un est ä l'infini. 
H '. Vvqualion de la surface U est de la forme 

(42.) [A*,* + *,») + ■•■ = 0; 

de sorte que, si q est le degre de f{x,y,z). on a 

pq - m: 

nous supposons. en oulre, que la fonction <f„-,(x, y, a) n admet pas en facteur 
la fonction f(x, y, z). 

Considerons une direclion asymptotiquc G(tt f fl,y) satisfaisant ä la 

relalion 

le point n Tinfini / = -|- = -y , / — ()) est un point simple de lu surface. 

le plan asymplole correspondant est ä l'infini. 

Pour mieux connaitre la nature du contact en un tcl point. etudions 
la section de la surface par un plan quclconquc passant par le point /, c. ä. d. 
parallele a la direclion asymplotiquo (!. On peul supposer que celte direclion 
soit prisc pour axe des 3, alors 

{{".) f(x,y,z) = ... + M« , + 2% + Cj'} i '--'4(M + tj)s»-'. 
Le plan des xz ou y = 0 peut etre regarde comme un plan quelconque paral- 
lele a la droile G; la section de la surface par ce plan a pour equalion 

(.•. + <WJ2 v - , ) P + '(- + «,5 w - l ) + C{»~>-ih* m - 2 ) + - = 0; 
la direclion asymptotiquc x^=0 ou Taxe des z correspond ä un point simple; 
et si Ton pose t=k.r, on n 

j?(-'- + az'- l y+kx{--- + a l z m - l ) + k i x\--- + a- i z m - : ) + --- = 0. 

Pour avoir la tangente, il faul egaler ü zero lo coefficient de xz~~\ ce qui 
donne A = 0; le premier membre de l'equalion precedente est alors divisible 
par a*,- Tasymplole, laquello est ä Pinfini. a donc avec la courbe un contact 
du (p-rr' ordre. 
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Si dans ia valeur de f(x,y,») on suppose a = 0, le plan des 
xt est alors langen! au cöne f(x,y, s) des direclions asymptotiques; la seclion 
par le plan y = 0 a, dans ce cas, pour equalion 

{- + Ax l *'- , y+t(—+a l * m - l ) + f(—+a t » m -' , ) + ~' = 0: 

la direction asymptoüque x ~ 0 ou Taxe des s correspond ä un point simple : 
et, si Ton posc / = kx, on a 

a?p (. . . + Av-y 4. Ä X (• • • + a , 5- '} + k 7 x 7 {- • • + a, *— s ) - 0. 

Pour nvoir la langenle, il faut egaler ä zero le coefficienl de .r»"" -1 . ce qui 
donne Ä = 0; le premier membro de l'equation precedente est alors divisible 
par I'asymptole, laquelle est ä finfini, a donc avec la courbe un contacl 
du (2/»-ir' ordre. 
Ainsi: 

Lorsque l'equation de la surface se presenle sous la forme (42.), le 
plan ä l'infini est un plan tangent multiple et Pouche la surface suivant 
la courbe ä 1'inGni 

f(x,y,z) = 0, t = 0- 

en chaque point de cette courbe, le contact du plan ä Hufim avec la 
surface est du (p — I)'"""' ordre. Car, si nous considerons un de ces points, 
/ par exemple, un plan quclconquc passant par le point / coupe la sur- 
face suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple ä 
l'infini , et la tangente ü la courbe en ce point , laquelle tangenle est 
aussi ä l'infini, a avec la courbe un contact du (p~ I)" 1 "" ordre; donc le 
plan ä l'infini est tel que toutes les droites, siluees dans ce plan et 
passant par /, c. a. d. paralleles ä la direction asymptotique (t, rencontrent 
la surface en p points coincidant avec le point /. 

Le plan langen! au cöne f{x, y, 3) = 0 suivant farele Ü coupe la 
surface suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple 
ä l'infini: la tangente ä la courbe en ce point, langenle qui est elle- 
meme a Tinfini, a avec la courbe un contact du (2p— i)'""' ordre, c. ä. d. 
rencontre la surface en 2p points coincidant avec le point /. 
III". V equalion de la surface est de la forme 

(43.) (f m (x,y,s) = t m . 
Tous les plans asymptotes enveloppent le cöne 

Vmfa Jf,*) = 0. 
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Si nous considerons une generalrice quelconqao G de ce cöne, par exemple. 

V = -j = y = CS avec <p m (a, ß, y) = 0, 
et si nous cherchons son intersection avec la surface, on Irouve 

donc ceUe droile renconlre la surface en m points coincidanl avec le point / 
ä l'infini (iL = -L = ±-,f = o). 

On voit, par l'equalion (6.), qu'une droite quelconque parallele a la 
generatrice G ne renconlre la surface qu'en un seul point a l'infini. 

Pour etudier la nature du contact au point /, prenons la direclion 
asyinptotique pour axe des a et le plan tangent au cone pour plan des ». 
de sorte que ' . 

(44.) <p m (x,y,*) - ^-+(Ax 2 +2Bxy + Cy 1 )*- , + by*'- , . 

La section par le plan asymptote ou y = 0 a pour equation 

(■•• + Ax l t m - *)-r = 0; 

la direclion asymptotique i--0 oö Taxe des 5 eorrespond ä un point double: 
les deux tangentes se confondent avec laxe des s; et, pour x = 0, le premier 
membre de 1 equation est divisible parr, c. ä. d. que le contact et du (m-2;*° 
ordre. 

La section par un plan quelconque passanl par la generatrice G, c. ä. d 
par le plan x = 0 qui peut ölre considere comme tel, a pour equation 

(...+ Cy'z'~ '+byi~ l )-r = 0; 

la direclion asymptotique y — 0 ou Taxe des s eorrespond ä un point simple: 
et si Ton pose y = kt , on trouvo pour determiner la tangente Ar = 0, eile 
premier membre est alors divisible par f. 

La section par un plan quelconque parallele au plan asymplote, par le 
plan y - ht — 0 par exemple, a pour equation 

• - + (Ax 7 + 2Bhxt+Ch 2 t 7 )s m - 7 +bhtz m - } -r - 0; 
ou, en ordonnant, 

x ! (~. + Ai m -') + t(- + 2Bhxz~ " 5 + «»—') + /' (...) + ... = 0: 
la direclion asymptotique x = 0 eorrespond ä un point simple; et, en posant 
/ - k'x, on trouve la langonle en egalanl ä zero le coefficieut de xz m ~\ ce qni 
donne k' = 0, et le premier membre est divisible par *%• l'asymptote est donc 
ä l'infini et a avec la courbe un conlacl du premier ordre. 
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Un plan quelconque parallele au plan des ya, x— ht = 0 par exemple, 
peut etre regarde comme un plan quelconque parallele a la generatrice G; la 
section de la surface par ce plan a pour equation 

-+{Atit 2 +2Bhyt+Ctf)i—'+by* m ->-r - 0, 
ou, en ordonnant, 

(... + 6ffa- , ) + /("-+2ÄAy8- :i ) + / i (... + ^ÄV- 5 ) + « 3 (-) + - = 0; 
Ja direction asymptotique y = 0 correspond a un point simple ; si Ton pose 
y = i.l, on Ironve pour determiner la tangenle i = 0, et le premier membre 
de l'equalion devient divisible par / 3 seulement. 
Ainsi: 

Lorsque l'equalion de la surface est de la forme 

(f m (x,y, i) = t m , 

tous les plans asymptotes enveloppent le cöne op m (x, y, a) — 0. 

Une generatrice quelconque G de ce cöne rencontre la surface en 
m points coincidents a Tinfini. 
Si nous considerons le point / ä Tinfini sur la generatrice G y on constate que: 
Le plan asymptote en / coupe la surface suivant une courbe ayant 
un rebroussement en /; la tangente de rebroussemcnt, ou la generatrice 
G, a avec la courbe un contact du (m— 2)*"' ordre. 

Un plan quelconque parallele au plan asymptote coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point /, lequel est un point simple de 
la courbe; f asymptote, qui est ä 1'inGm parallele ä la generatrice G, a 
avec la courbe un contact du premier ordre. 

Un plan quelconque passant par la generatrice G coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point /, qui est un point simple; la 
tangente en ce point simple ost la generatrice C, laquelle a avec la 
courbe un contact du (m— 1)' MM> ordre. 

Tout plan parallele ä la generatrice G coupe la surface suivant une 
courbe pour laquelle le point / est un point simple; Ia tangente est ttnter- 
section du plan secant avec le plan asymptote, le contact est du premier ordre; 
cette droite, siluee dans le plan asymptote et parallele ä la generatrice G, 
ne rencontre donc la surface qu'on deux points coincidents; et, par suite, le 
plan asymptote H'a avec la surface qu'un contact du premier ordre. 

IV 0 . Je terminerai par Vexamen du cm ou la surface possede une 
droite double ä tinfini. 
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L'equation de la surface est alors de la forme 

15.) (^x-t-Äjf+C»)'y(T,jf,»)+/(/lx+Äf+C , s)y<x,f,»)47V-.-i(^»f»»}^-~ = 0 
In plan quelconque passanl par la droite ä l'infini 

(D) P = Ax + By+Cz = 0, / = 0. 

par exemple 

Ax + By + Cs - it f 
rcncontre la surface suivant deux droitcs coincidant avec la droile D a ttn- 
fini, ear le premier membre de l'equation est divisible par P, quel que soit i, 
la droite D est donc une droile double. 

Pour une direclion asymptolique quelconque ) parallele au plan 

P, c. ä. d. teile, que I on ait 

Aa + Bfi+Cy = 0, 
l'equation du plan asymptote se reduil ä une identite; et le cylindrc asymptote 
30.) a pour eqtialion 

<f>(a,ii, r )[Ax f By + Ciy + tt,>{«,ii tr )[Ax ±U 9 + Cz] t\ m ...,{a,A,y) = 0. 

Les conclusions enoncees au n u . 28, Remarque IL I sont applicables ici: 
c. a. d. que tous les points de la droile D sont des points de re- 
hroussemcnt conique dont Taxe est ä l'infini; les (m — 2} points silue» 
sur les droites d'intcrsection du plan P avec le cöno <y [x, y, s) sont de> 
points de rebrousscmeut de la nature de ceux qui onl ete eludies au n". 25. 
le cylindrc asymptote se conipose alors de deux plans dont un est a 
l'infini. 

On conslate sans diflkulte. en prenant le plan P pour plan des xs par 
exemple, que: 

la section de la surface par le plan P se compose de deux fois la droite 
a Tinfini D et dune courbe d'ordre (a»-2): 

la section de la surface par un plan quelconque parallele au plan P se 
compose de la droite D et d'une courbe d'ordre («— 1); 
la section de la surface par un plan quelconque a un point double a 
finfini au point oü le plan secant rencontre la droite D, la direction 
asymptotique est l'intcrsecliou du plan P avec le plan secant; et I«* 
deux tangentes sont les inlersections du plan secant avec le cylindre 
asymptote correspondant ä cetlc direction asymptotique. 
Douai, 1864. 
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Ueber das Verschwinden der Functionen. 

(Von Herrn B. Riemann zu Göttingen.) 



Die zweite Abtheilung meiner im 54""" Bande dieses Journals er- 
schienenen Theorie der Abelschen Functionen enthält den Beweis eines Salzes 
über das Verschwinden der .'>- Functionen, welchen ich sogleich wieder an- 
führen werde, indem ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeich- 
nungen als dem Leser bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch 
Folgende enthält kurze Andeutungen über die Anwendung dieses Satzes, 
welcher bei unserer Methode, die sich auf die Bestimmung der Functionen 
durch ihre Unsteligkciten und ihr Unendlichwerden stützt, wie man leicht sieht, 
die Grundlago der Theorie der Abelschen Functionen bilden muss. Bei dem 
Satze selbst und dessen Beweise ist jedoch der Umstand nicht gehörig be- 
rücksichtigt worden, dass die Function durch die Substitution der Integrale 
algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, d. h. für jeden Werth 
dieser Veränderlichen, verschwinden kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die 
folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen über &- Functionen mit einer 
unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das Bedürfntss einer abkür- 
zenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

t>,, r ? , • • • , «« 
geltend, so bald der Ausdruck von v, durch v complicirt ist. Man könnte 
dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine 
solche Bezeichnung würde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der 
Functionszcichen unbequem für den Druck sein; ich ziehe es daher vor 

. . ., p„ durch (v (c r )j 

zu bezeichnen, also 

#(©,, tj 2 , . .., r p ) durch ^^*(c y )^- 
I. 

Wenn man in der Function #(©,,©,, ...,«,,) für die p Veränderlichen 
p die p Integrale «i— e n «i — e 2 , tt p -e p algebraischer wie die Fläche 
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T verzweigter Functionen von * substiluirl, so erhält man eine Function von 
3, welche in der ganzen Flache T ausser den Linien b sich stetig ändert, beim 
l'ebertrill von der negativen auf die positive Seite der Linio b r aber den 

Factor e~ Uy - u '+ 2e ' erlangt. Wie im §.22 bewiesen worden ist, wird 
diese Function, wenn sie nicht für alle Werthe von s verschwindet, nur für 
p Punkte der Flüche T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte 
wurden durch r;, , tj 2 , . . . , tj p bezeichnet, und der Werth der Function u v im 
Punkte r lu durch a\^. Es ergab sich dann nach den 2p Modul Systemen der 
.7 -Function die Congrucnz 

(1 .) (e, , e, , . . . , e p ) == (ift^+IT, , • • • , i *™ + Jf„), 

worin die Grössen A' von den bis dahin noch willkürlichen additiven Con- 
slantcn in den Functionen « abhingen, aber von den Grössen e und den 
Punkten t t unabhängig waren. 

Führt man die dort angegebene Rechnung aus, so findet sich 

(2.) 2K f = ^ij/< + « r )*^* r ni-y.;« Är . 

In diesem Ausdrucke ist das Integral J{v;+u-)du t , positiv durch b y . auszu- 
dehnen, und in der Summe sind für v alle Zahlen von 1 bis p ausser v zu 
setzen; f r = ±1, je nachdem das Ende von /, auf der positiven oder negativen 
Seite von a r liegt, und «^ = ±1, je nachdem dasselbe auf der positiven oder 
negativen Seite von 6„ liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens 
nur nöthig, wenn die Grössen e nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen 
aus den Unstetigkeiten von log# völlig bestimmt werden sollen; die obige 
Congruonz (1.) bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung 
bei, dass die additiven Constanten in den Functionen w so bestimmt werden, 
dass die Grössen K säromllich gleich Null sind. Um die so gewonnenen Re- 
sultate schliesslich von dieser beschränkenden Voraussetzung zu befreien, hat 
man offenbar nur nöthig, überall in den Functionen zu den Argumenten 
— Äi, — Aj, . . . , — K p hinzuzufügen. 

Wenn also die Function #(w,-e M «,-<?,,..., n p -e f ) für die p Punkte 
jj„ >? 2 , r, p verschwindet und nicht identüch für jeden Werth von i ver- 
schwindet, so ist 
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Dieser Satz gilt für ganz beliebige Wertbe der Grössen e, und wir 
haben hieraus, indem wir den Punkt (*, *) mit dem Punkte i] p zusammenfallen 
Hessen, geschlossen, dass 



Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollständigung wegen 
des Umstandes, dass die Function ^(«,-e,, «j-e.., u p —e p ) identisch ver- 
schwinden kann (was in der Thal bei jedem System von gleich verzweigten 
algebraischen Functionen für gewisse Werthe der Grössen e eintritt.) 

Wegen dieses Umstandes mnss man sich begnügen, zunächst zu zeigen, 
dass der Satz richtig bleibt, während die Punkte r\ unabhängig von einander 
innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage ändern. Hieraus folgt dann die all- 
gemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Principe, dass eine Function einer 
complexen Grösse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein 
kann, ohne überall gleich Null zu sein. 

Wenn * gegeben ist, so können die Grössen e, , e, , . . . , e p immer so 
gewählt werden, dass #(«,—«,, «j-e,, u p — e p ) nicht verschwindet; denn 
sonst müsste die Function #(t>,, o„ .. ., c p ) für jedwede Werthe dor Grössen 
r verschwinden, und folglich müssten in ihrer Entwicklung nach ganzen Po- 
tenzen von e 2p ', e 2 *', e 2rp sämmtliche Coefficienlen gleich Null sein, was 
nicht der Fall ist. Dio Grössen e können sich dann von einander unab- 
hängig innerhalb endlicher G rössengebiete ändern, ohne dass die Function 
#(«,— e ( ,tf, — ßj, e p ) für diesen Werth von a verschwindet. Oder mit 

anderen Worten: man kann immer ein Grössengebict E von 2p Dimensionen 
angeben, innerhalb dessen sich das System der Grössen e bewegen kann, ohne 
dass die Function #(«| — Cm *h~ c m ••••> a P ~ e P ) f flr diesen Werth von z ver- 
schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von («, s) unendlich klein von der 
ersten Ordnung, und bezeichnet man diese Punkte durch jj, , tj 7 . . . . , tj p , so ist 



^(-2'o < I - ) ,-5>,...,-2 , «;- ) ) = o. 



oder da die Function gerade ist, 



«i , c, ,...,2o p ) = ö, 



welches auch die Punkte 17, , jj, , . . . , seien. 



2. 



(1.) (e,,*,. ..,«,) = (i« ( , H, ,i 
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Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grössen e innorbalb E oder jedem 
Funkle von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der Punkte rj, deren 
Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechendes Grössengebiet H bildet. 
In Folge der Gleichung (1.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur 
ein Punkt von E; hätte also H nur 2p — 1, oder weniger Dimensionen, so 
würde E nicht 2p Dimensionen haben können. Es bat folglich H 2p Dimen- 
sionen. Die Schlüsse, auf welche sieb unser Satz stützt, bleiben daher an- 
wendbar für beliebige Lagen der Punkte >? innerhalb endlicher Gebiete, und 
die Gleichung 

-£>,.. = o 

gilt für beliebige Lagen der Punkte i?,, . . ., ^ p _, innerhalb endlicher Ge- 
biete und folglich allgemein. 

3. 

Hieraus folgt, dass sich das Grössensystem (e,, <?,,..., e f ) immer und 
nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form (^v(£a\ u) ^j 

setzen lässl, wenn »'> ^ i (w, . — e, )^ nicht für jeden Werth von * verschwindet: 

denn Hessen sich die Punkte r n , r/,, . . ., t lp auf mehr als eine Weise so be- 
stimmen, dass der Congruenz 

genügt würe, so würde nach dem eben bewiesenen Satze die Function 

.V^y(M r -e x )^ für mehr als p Punkte vorschwinden, ohne identisch gleich 
Null zu sein, was unmöglich ist. 

Wenn fr(l(u y — e r )j identisch verschwindet, muss man, um 

in die obige Form zu setzen, #^v(w„ + a[ l> — u, l) — e„)^ betrachten, und wenn 
diese Function identisch für jeden Werth von a, *, verschwindet, die 



Function 9 («, + £0?* - £ - e,)) . 
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Wir nehmen an, dass 

(1.) / identisch verschwindet, 

> aber nicht identisch verschwindet. 
Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von £ pf) betrachtet, 
für e^_ 2 , t p _ m , ausserdem also noch für p — m Punkte, und bezeichnet 
man diese mit »7,, ty,, fy-«, so ist 

und diese Punkte 17,, . . ., können nur auf eine Weise so bestimmt 
werden, dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die Function für mehr 
als p Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function verschwindet, als 
Function von betrachtet, ausser für fy, . . ., r tp _ mti noch für p-m-i 
Punkte, und bezeichnet man diese durch t„ «„_,*_,, so ist 

(!(-?.."- 0) - (*('?'"'')> 

und die Punkte «„ . . ., sind durch diese Congruenz völlig besümmt. 

Unter der gemachten Voraussetzung (1.) können also, um den Congruenzen 

( 2.) g w ) - 

und 

(3., (?(-.,,) = (:(?....)) 

zu genügen, m von den Punkten ?y und ro-1 von den Punkten t beliebig ge- 
wählt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. Offenbar gelten diese 
Sfitze auch umgekehrt, d. h. die Function verschwindet, wenn eine dieser 
Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine 
Weise lösbar ist, so ist auch die Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den 
Funkten t], m aber nicht mehr beliebig gewühlt werden können, so können 
von den Punkten e, m— 1 beliebig gewfihlt werden und dadurch sind die 
übrigen bestimmt, und umgekehrt. 
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Auf ganz ähnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn 

*(»(r,)) = 0 



ist, die Congruenzen 



(4.) 



(5.) 



ßw) . (SC?»), 

(M - (fr* )) 



immer lösbar sind ; and zwar können sowohl von den Punkten 17 ab von den 
Punkten t, m beliebig gewählt werden, und es sind dadurch die übrigen p— 1-m 
bestimmt, wenn 



identisch gleich Null ist, 



»gCi'.r--i>'+0) 



aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = 0 nicht ausgeschlossen 
ist. Dieser Salz lässt sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten ij, 
m und nicht mehr beliebig gewählt werden können, so ist die Voraussetzuni! 
desselben erfüllt; und es können folglich auch von den Punkten f, m und nicht 
mehr beliebig gewählt werden. 



(1.) 
so sind, 



Bezeichnen wir die Derivirte von 

nach t>, mit die zweite Derivirte nach t Y und e^, mit u. s. f . 

identisch für jeden Werth von a, und w, 

verschwindet, sämmtlicbe Functionen ^'(*( r ')) gleich Null. In der That geht 
die Gleichung 

(„!>>-«<«> + ,.,)) = 0, 
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wenn », und *, anendlich wenig von a, und £ verschieden sind, über in 
die Gleichung 

Nehmen wir an, dass 

. _ 9V («>»)<?» 

sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors ^ in 



und da zwischen den Functionen <p keine lineare Gleichung mit constanten 
stattfindet, so folgt hieraus, dass sömmtliche erste Derivirten von 



p 

...,©,,) für v(i>y=r,) verschwinden müssen. 

Um den umgekehrten Satz zu beweisen, nehmen wir an, dass 
P P 

v ( r< . = r„) und v(v r = K) »wei Werthsysteme seien, für welche die Function 

.9 verschwindet, ohne für v (c„ = u\ l) -a^+r r ) und J (c r = «<'>-ß<'M-* r ) iden- 

1 1 

tisch zu verschwinden, und bilden den Ausdruck 



(2.) 



Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von so ergiebt sich, dass 
er eine algebraische Function von s, und zwar eine rationale Function von «, 
und », ist, da Nenner und Zahler in T' stetig sind und an den Querschnitten die- 
selben Factoren erlangen. Für a, = £, und *, = ff, werden Nenner und Zähler 
unendlich kloin von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; 
die übrigen Werthe abor, für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind, 
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Grössen r und der Grössen t völlig 
bestimmt, also von £, ganz unabhängig. Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird, bis auf einen 
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conslanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer rationalen 
von C\ unabhängigen Function von und multiplicirt in eine 

Constantc, d. h. eine von s, unabhängige Grösse. Da der Ausdruck symme- 
trisch in Bezug auf die Grössensysteme (», , und (o*,, £,) ist, so ist diese Con- 
stante gleich multiplicirt in eino auch von £, unabhängige Grösse .4. 

Setzt man nun y A s) = a), so erhält man für unsern Ausdruck (2.) 
den Wcrlb 

(3.) 

wo (* {s, i) eine rationale Function von $ und s ist. 

Um diese zu bestimmen, hat man nur nöthig £, = »i und n t - *, werden 
zu lassen: es ersieht sich dann 



?*;(;co) rf "l n ] 



f*;(fco)"- ( ;' 



t/5, 



oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Woghebung de9 Factors ^ f ^ ' ^ , 

(4.; = ±- 



Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung 



(5.) 



2. 



Aus dieser Gleichung folgt, dass ^(«^-a^+r,.)^ für jeden Wertk 
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von «, und £, gleich Noll sein muss, wenn die ersten Derivirten der Function 

P 

&(t> t , e> 2 , «v) für v(r F = r r ) sämmtlich verschwinden. 

5. 

>> enn 



(1.) ^(j(I«^)-i«^ + r,)) 



m m 

identisch, d. h. für jedwede Werthe von und ver- 

schwindet, so findet man auf dem ohen angegebenen Wege zunächst, indem 
man £■ = *«, 0« = *,» werden lässt, dass die ersten Derivirten der Function 

P S m-l m-l v 

#(c,, r,, . . . , r> p ) für *\e r = «t">+ r J sämmtlich verschwinden, dann, 

indem man £— , — *„_,, o„_, — unendlich klein werden lässt, dass für 
v^r, = ^ «f' — £ «t'* ) -{-r r y auch die zweiten Derivirten sämmtlich ver- 
schwinden; und offenbar ergiebt sich allgemein, dass die Derivirten Ord- 

nung sämmtlich verschwinden für *(<>,= ^a^'- ^«t^ + rv), welche Werthe 

auch die Grössen s und die Grössen £ haben mögen. 

Es folgt hieraus, dass unter der gegenwärtigen Voraussetzung (1.) für 

p 

v(r> r = r r ) die ersten bis m"" Derivirten der Function #(e,, c 2 , . . ., v p ) sämmtlich 
gleich Null sind. 

Um zu zeigen, dass dioser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir 
zunächst, dass wenn identisch verschwindet und die 

Grössen £ ( ">^(r*)) sämmtlich gleich Null sind, auch ^I(ia^>- J^M-r,)) 

identisch verschwinden muss und verallgemeinern zn diesem Zwecke die 
Gleichung (§. 4, (5.)). 

/p m-l m-l \ 

Wir nehmen an, dass &\v{2 a^+r r )J identisch verschwinde, 

d^v^ii^>— JEa<f>+r r )^ aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug 

Bd. LXV. Heft 3. 22 



170 Riemann, über das Vertchmnden der & - Functionen. 

auf die Grössen t die frühere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 

(77)' - at' + / r )^(v(aJ - u*' + 

In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl Tür p, als für 
sämmtliche Werthe von 1 bis m zu setzen, im Zähler aber die Fälle, wo 
() = (/ würde, wegzulassen. 

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von so ergiebt sich, 
dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich eine alge- 
braische Function von », ist. Für s, = £ ? und *, = o„ werden Nenner und 
Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also end- 
lich ; die übrigen Werthe aber, für welche Zähler und Nenner verschwinden. 

m 

sind durch die Grössen ^(ä^,»^), die Grössen r und die Grössen /, wie oben 

2 

(§.3) bewiesen, völlig bestimmt, und folglich von den Grössen 'Q ganz un- 
abhängig. Da der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grössen 
s ist, so gilt dasselbe für jedes beliebigo : er ist eine algebraische Function 
von a u , und die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder 
unendlich klein wird, sind von den Grössen £ unabhängig. Er ist daher gleich 
einer von den Grössen £ unabhängigen algebraischen Function der Grössen 
»j »n mulliplicirt in einen von den Grössen 3 unabhängigen 

Factor. Da er aber ungeändert bleibt , wenn man die Grössen z mit den 
Grössen '£ vertauscht, so ist dieser Factor gleich £„), roultiplicirt 

mit einer von den Grössen s und den Grössen £ unabhängigen Constanten A; 
und wir können daher, wenn wir y' A.x(*„ »!,•••> «.) = v(»i,j 1 ,.--i»-) se,lCT - 
nnserm Ausdrucke (2.) die Form 

(3.) , * 2 , . . . , ».) v (£, , & , . . . , O 

geben, wo v(*m *n *-) e » ne algebraische von den Grössen £ unabhängige 
Function der Grössen s ist, welche in Folge ihrer Verzweigungsart sich rational 
m 

in n(s H ,a M ) ausdrücken lassen muss. Lässt man nun die Punkte 17 mit den 

Punkten t zusammenfallen, so dass die Grössen £„ — e„ und die Grössen o,-«, 
sämmtlich unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten 
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•••,«,,) wie oben (§.4, (1.)) bezeichnet, 

(4)"*;:,. ,.(fwH<-<' 



(4.) **,•••,*.) = +■ 



wo die Summationen im Zähler sich auf v t , v,, . .., beziehen. Es ist 
kaum nölhig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleichgültig ist, 
da sie auf den Werth von yC*!,*!, ...,».) ...,£,) keinen Einfluss 
bat, und dass statt der Grössen du\*\ rf«^ ) , . . ., dvf* auch, im Zähler und 
Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen Grössen <p l (» fi ,i fJ ), ^(^»a^), 
Vpi*,*,*?) eingeführt werden können. 

Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche für den 
Fall bewiesen ist, dass 

gleich Null und 

von Null verschieden ist, folgt, dass 

nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen ^"^»(rj^ sämmt- 
licb gleich Null sind. 

Wenn also die Functionen 9^ n (i(r r )j sämmtiich gleich Null sind, 
so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung 

#(v(i«^-ia^+fv)) = 0 

für n = m ihre Gültigkeit für n = m+l. Gilt daher die Gleichung für n = 0 
oder ist #^»(r r )^ = 0 und verschwinden die ersten bis m'" Derivirten der 

Function &(^(c r )^ für v (t\, = r„) sämmtiich, die (m-J-l)**" aber nicht sämmtiich, 

22» 
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so gilt die Gleichung auch für alle grösseren Werthe von n bis n = n, aber 
nicht für » = m -fl; denn aus »(vf^^-^^+r^ = 0 würde, wie wir 

vorher schon gefunden halten, folgen, dass die Grössen # ( " +l) ^*(rv)^ säromllich 
verschwinden müssten. 

6. 

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusammen, so er- 
halten wir folgendes Resultat: 

Ist {r(r„r 7 ,...,r h )-0, so lassen sich (p-i) Punkte r„, ^, 
so bestimmen, dass 

{r„r 3 ,...,r p ) = ( f V, f V, • • • , f 

und umgekehrt. 

Wenn ausser der Function #(e n c 7 , r p ) auch ihre ersten bis 
Derivirton für e, = r, , c, = r 2 , . . . , = r r sfimmtlich gleich Null, die (m-M) 1 " 
aber nicht sämmtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punkten r h 
ohne dass die Grössen r sich ändern, beliebig gewählt werden und dadurch 
sind die übrigen p-i — m völlig bestimmt. ■ 

Und umgekehrt: 

Wenn m und nicht mehr von den Punkten ohne dass sieb die 
Grössen r ändern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser. der Fuijcuob 
»9(tJ,, r 2 , . . . , p p ) auch ihre ersten bis m Wn Derivirlen füre, = r lt €> 2 = rj, . .., 
t v — r r sämmtlich gleich Null, die (i»-f l)'" 1 aber nicht sämmtlich gleich Null. 

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fälle, welche bei dein 
Verschwinden einer ft- Function eintreten können, war weniger nölhig wegen 
der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen Functionen, für 
welche diese Fälle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Unter- 
suchung Lücken in dem Beweise der Sätze entstehen würden, welche auf 
uusern Satz über das Verschwinden einer Function gegründet werden. 

Göttingen, im October 1865. 
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Regel zur Bestimmung des Inhalts der 
Sternpolygone. 

(BrachstOck aus den hinterlassen en Papieren von C. G. J. Jacobi, 
mitgetheilt durch Herrn 0. Hermet.) 

■ 

W enn die Seilen eines Vielecks sich schnoiden, in welchem Falle 
ein sogenanntes Sternpolygon entsteht, so hat man nicht mehr einen einzigen 
von einem Contoure umschlossonen Raum, sondern mehrere geschlossene Räume, 
die entweder durch eine gemeinschaftliche Ecke oder durch eine gemein- 
schaftliche Seite mit einander zusammenhangen. Die gewöhnlichen Entwick- 
lungen über den Inhalt ebener Figuren hören für solche Vielccko auf ihre 
Gültigkeit zu haben. Man kann aber gleichwohl fragen, welches die geome- 
trische Bedeutung des algebraischen Ausdruckes 

U^^-Vi^+^Si-y^i-i \-x»y\—y.xi) 

für solche Sternpolygone sei, und der Gleichmassigkeit wegen die diesem Aus- 
drucke gleiche geometrische Grösse den Inhalt de* Sternpolygon» nennen. 
Dieser Inhalt ist keineswegs der Summe der einzelnen durch das Polygon 
gebildeten Räume gleich. Denn man wird bei näherer Betrachtung finden, 
dass von diesen Räumen einige einfach, andere doppelt oder mehrfach, einige 
mit dem positiven, andere mit dem negativen Zeichen zu nehmen sind. Die 
Entscheidung hierüber ist bei einer etwas complicirten Sternfigur ziemlich be- 
schwerlich. Ich will daher eine Regel angeben, nach wolcher der Inhalt 
des Sternpolygons so leicht, wie es möglich scheint, jedesmal gefanden werden 
kanu, wobei ich jedoch voraussetze, dass niemals durch einen Punkt mehr 
als zwei Seiten gehen. 

Man bezeichne alle durch die Durchschniltspunkte dor Seiten sowohl 
an den Ecken als auf den Seiten selbst gebildeten Punkto mit Zahlen in der 
Ordnung, wie sie im Sinne des Umfanges auf einander folgen, indem man 
von 1 anfängt. Es wird auf diese Weise jeder Punkt, welcher der Durch- 
schnitt zweier nicht auf einander folgenden Seiten oder kein Eckpunkt ist, 
mit zwei verschiedenen Zahlen bezeichnet, da man, wenn man im Sinne des 
Umfanges herumgeht, durch solchen Punkt zweimal, durch jede Ecke einmal 
kommt. Von einer beliebigen Zahl an bilde man eine Reihe Zahlen, indem 
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man airf jede diejenige folgen lässt, welche sich bei demselben Punkte be- 
findet, bei welchem die nächst grössere Zahl steht, oder die nächst grössere 
Zahl selbst, wenn sie allein steht. Dieses thue man so lange, bis man wieder 
auf die Zahl kommt, von welcher man ausgegangen ist, wobei man auf die 
grösste der die Punkte bezeichnenden Zahlen wieder 1 folgen lassen muss. 
Man kann leicht einsehen, dass man nie bei diesem Verfahren auf dieselbe 
Zahl zweimal kommt. Durch die angegebene Regel ist nämlich für jede ge- 
gebene Zahl der Reihe auch die unmittelbar vorhergehende bestimmt, da sie 
die nächst kleinere sein muss, als die bei demselben Punkte mit der gegebenen 
befindliche Zahl, oder als die gegebene selbst, wenn diese allein steht Wären 
daher die ro" und (« + *')" Zahl dieselben, so müssten auch dieselben Zahlen 
ihnen vorhergehen und also die (m'+l)" mil der ersten übereinkommen, was 
gegen die Voraussetzung ist, da man die Reihe abzubrechen hat, sowie man 
wieder auf die erste zurückkommt. Schwieriger ist es allgemein zu zeigen, 
dass in der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlenreihe niemals strei 
demselben Punkte zugehörige Zahlen vorkommen können. — 



Erläuterung des vorstehenden Jacobischen Bruchstücks. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 

Um die zuletzt angedeutete Eigenschaft der zu bildenden Zahlenreihen dar- 
zuthun , empfiehlt es sich , aie von Jacobi angegebene Bezeichnung der auf einander 
folgenden Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Stern polygons für diesen 
Beweis dahin abzuändern, dass man jeden Eckpunkt, durch welchen man beim Verfolgen 
des Umfange« hindurchgeht, statt mit einer einzigen, nunmehr mit zwei unmittelbar auf 
einander folgenden Zahlen der Zahlenreihe, und denjenigen Eckpunkt, von welchem man 
ausgegangen ist, mit der ersten und letzten Zahl bezeichnet, so daaa sich schliesslich 
an jedem Eckpunkte, sowie an jedem Schnittpunkte der Seiten der Figur zwei Zahlen 
befinden, welche Zahlen conjugirte beissen mögen. Alsdann ist von je twei conjugirten 
Zahlen stets die eine gerade, die andere ungerade. 

Für die Eckpunkte ist diese Behauptung einleuchtend, denn an jedem derselben 
stehen zwei auf einander folgende Zahlen, mit Ausnahme desjenigen, von welchem 
ans der Umfang durchlaufen worden ist, an diesem aber stehen 1 und die letzte aller er 
haltenen Zahlen ; und dass diese eine gerade aein muss, folgt daraus, dass bei der gegen- 
wärtigen Bezeichnung jeder Punkt, sei er Eck- oder Schnittpunkt, zwei Zahlen giebt 

Um die Behauptung auch für die Schnittpunkte zu beweisen, denke man sieh, 
dass der den Umfang des Sternpolygona durchlaufende Punkt von dem Eckpunkt 1 
anfangend durch einen bestimmten Schnittpunkt P bei g zum ersten Male, bei l zum 
zweiten Male hindurchgehe und bei 2r auf den Eckpunkt 1 zurückkomme. Dann 
kann mau das gegebene Sternpolygon in zwei zerlegen, in das Polvgon A, welches 
den Umlauf von g bis l umfasst und das Polygon B, welches den Umlauf von / bis 
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2r und den sich daran anschliessenden von 1 bis g nmfasst. Die zum Sternpolygon 
A gehörenden Zahlen von g bis / rühren her 

1) von den Eckpunkten des Polygons A, 

2) von den Punkten in welchen das Polygon A sich selbst durchschneidet, 

8) von den Punkten (P ausgenommen), in welchen die Polygone A, B sich 

f egenseitig durchschneiden, 
er Punkt der ersten und zweiten Categorie giebt zwei Zahlen, jeder der 
dritten Categorie nur eine Zahl von den zwischen g und / liegenden. Aber die An- 
zahl der Punkte der dritten Categorie ist selbst gerade nach den allgemeinen Grund- 
satz, dass je zwei geschlossene Curven sich in einer geraden Anzahl von Punkten 
schneiden, folglich liegt zwischen g und / eine gerade Anzahl von Zahlen, d. Ii. von 
den beiden zum Schnittpunkt P gehörenden conjugirten Zahlen g, l ist die eine gerade, 
die andere ungerade, w. z. b. w. 

Da nun in den zu bildenden Zahlenreihen auf jede Zahl die der nächst höheren 
conjugirte Zahl folgt, so besteht jede Reihe aus lauter Zahlen, welche mit der Aus- 
gangszahl gleichzeitig gerade oder ungerade sind, und es können daher in einer Zahlen- 
reihe zwei conjugirte Zahlen, von denen, wie bewiesen worden, die eine gerade, die 
andere ungerade ist, nicht gleichzeitig vorkommen. 

Ferner ist zu bemerken, dass man fortdauernd neue geschlossene Zahlenreihen 
bilden kann, bis jede der die Eckpunkte oder Schnittpunkte der Seiten bezeichnenden 
Zahlen in einer dieser Reihen, und zwar wie gezeigt worden ist, einmal vorkommt. Nur 
die kleineren der conjugirten Zahlen an den Eckpunkten sind bei der Doppelnumerirung 
dieser Punkte in den Zahlenreihen nicht enthalten. Dieser Ausnahmefall tritt jedoch 
bei Anwendung der JocoWschen Bezeichnung, welche für daB Folgende wieder voraus- 
gesetzt wird, nicht ein. 

Nimmt man jetzt an, dass die Zahlen einer jeden Reihe die Eckpunkte 
einer geradlinigen Figur bedeuten, deren Umfang in demselben Sinne genommen 
werden soll, als in welchem die Zahlen der Reibe auf einander folgen, so werden durch 
die einzelnen Zahlenreihen ebensoviele geschlossene Figuren dargestellt, und zwar weil 
in den Reihen conjugirte Zahlen nicht vorkommen, Figuren,' deren Umfange nicht 
einen und denselben Punkt zweimal berühren, d.h. deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden, also Figuren, welche im Gegensatz zu den Sternpolygonen als Thcilvieiecke 
im engeren Sinne zu bezeichnen sind. Jede Soitc dieser Vielecke ist in demselben 
Sinne durchlaufen, ah die entsprechende Seite, oder das entsprechende Stück einer 
Seite des Sternpolygons, weil man bei der Bildung der Zahlenreihen von jeder Zahl 
zu der conjugirten der nächst höheren, also im Sinne des ursprunglichen Umfange« 
des Sternpolygons fortgeschritten ist, und umgekehrt wird jedeoeite oder jedes Stück 
einer Seite des Sternpolygons durch eine Seite eines Theilvielecks, und zwar weil 
keine Zahl doppelt vorkommen kann, nur durch eine einzige Seite eines Theilvielecks 
dargestellt. Mit anderen Worten, die Thcilvieiecke haben nur Eckpunkte, niemals 
eine oder mehrere Seiten gemeinschaftlich und erfüllen die Ebene des Sternpolygons 
in der Weise, dass jede Seite oder jedes Stück einer Seite desselben durch eine Seite 
eines, aber auch nur eine« einzigen Theilvielecks bedeckt wird. 

Die« vorausgesetzt lasst sich nunmehr zeigen, dass der von Jacobi sogenannte 
Inhalt des Sternpolygons gleich ist der Summe aller durch die Zahlenreihen dargestellten 
Theücieleche. 

Der Ausdruck nämlich x t y t+l — wo x t , y k und x t+l , y l+l die recht, 

winkligen Coordinaten zweier beliebiger Punkte p t und p 4 , der Ebene sind, bedeutet 
den doppelten Flächeninhalt desjenigen Dreiecks, welches durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten 0 und die Punkte p k und p t+t ah Eckpunkte bestimmt wird, und 
zwar für dieselbe Drehrichtung der geraden Linie Op i in Op t+l> als durch welche 
die x-Axe in die Lage der y-Axe gebracht wird, so dass wenn man von Op k nach 
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Op*rt dnrcl1 <* ie entgegengesetzte Drehrichtung gelangt, der Ausdruck den negativen 
doppelten Flächeninhalt des Dreieckes Op k p k ^ l bedeutet. Wenn man nun beliebig 
viele neue Punkte p' k , p' k , p' k ', . . . p[ m) mit den zugehörigen Coordinaten x 4 y t , x,'jj', 
x 'k !f * "> • ' ' m ^ er angegebenen Reiben folge auf der Verbindungsgeraden 

P*P*+i * u ^ er Richtung von p k zu p t+I zwischen diesen Punkten einschaltet, so kann 
mandas Dreieck Op k p k+l durch dio Summe der Dreiecke Op k p' k , Op k p t , Op k p' k , ... 
Op*"V*+i ersetzen, und ebenso den Ausdruck x k y k+i — y i x t+l durch die Summe der 
Ausdrücke x^ y ( ^ +,) - y[° x l k ' +t) , wo für i der Reihe nach die Indices 0, 1, 2, ... * 
zu setzen sind, der Index 0 weggelassen wird und statt und y[ m+n die Coor- 

dinaten x k ^ und y k ^ t eintreten. 
Es ist also 

und der Ausdruck für den doppelten Inhalt des Stcrupolygona wird 

2S = £(* k y k+i -y k x k+l ) = S^y^-y?*^), 

wo die Sumination in Beziehung auf * Uber alle Eckpunkte p, (oder p.^,), p„ p t , ... p, 
des Sternpolygons und die Sunimation in Beziehung auf t Uber alle auf »len einzelnen 
Seiteu p k p t+l Hegenden Eck- und Schnittpunkte p t (oder p^), p k , p k , ... p*"', /> U1 
(oder P k "^ th ) i" der angegebenen Reihenfolge auszudclucu ist. In dieser Doppel- 
summe lassen sich die Ausdrücke x^y^'*** — y^x^' 1 in beliebiger Reihenfolge und 
beliebig gruppenweis vertheilt sumrniren, und demnach kann man den Ausdruck für 
2S darstellen als die Summe beliebig vieler, in beliebiger Reihenfolge gruppirtcr neuer 
Partialsummen von Ausdrücken «J'Vt"*" 0- sobald man sich vergewissert, dau 

in denselben zuletzt keiner dieser Ausdrucke, welche Werthc auch die Indices • und 
Ar haben mögen, fehlt und jeder im Sinne des Umfanges des ganzen Polygons in 
Rechnung gebracht ist. 

Eine solche andere Darstellung von 2S wird durch die oben aus dem Stero- 
polygone ausgesonderten Theilvielcckc vermittelt, wenn man an deren Stelle diejenigen 
Partialsummen von Ausdrücken tf£' ) y*' H)— y»'*» MJ setzt, welche den im Sinuc de* 
Umfanges auf einander folgenden Eckpunkten jener Thoilvielecke entsprochen; denn 
wenn man die Vielecke sämmtlich in Rechnung zieht, so wird, wie gezeigt worden, 
jedes Stück des Umfanges deB Polygons, und zwar in dem richtigen Sinne uud nur 
einmal, berücksichtigt Jede dieser Partialsummen aber stellt, weil die zugehörigen 
Vielecke Polygone im engeren Sinne sind, den Flachcniuhalt eines solchen Theilvielccb 
dar, und zwar dem Sinne des Umfanges des Sternpolygons entsprechend: darum kann 
das Sternpolygon selbst als die Summe aller dieser Thoilvielecke angesehen werden. - 
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Ausdehnung der Jacobischen Regel zur Bestimmung 
des Inhalts der Sternpolygone für den Fall 
vielfacher Punkte. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



Uer in der Jacobischen Untersuchung ausgeschlossene Fall, in wel- 
chem von den Seiten des Sternpolygons mehr als zwei durch denselben Punkt 
gehen, lässt sich auf den eben erledigten Fall dadurch zurückführen, dass man 
bei der Bezeichnung der Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Stern- 
polygons im Sinne des Umfanges jeden solchen Punkt auf jeder Seite mit 
soviel auf einander folgenden Zahlen bezeichnet, als in dem betreffenden 
Punkte Schnittpunkte mit den Qbrigen Seiten vereinigt gedacht werden können, 
so dass also wenn ein Punkt der Schnittpunkt von k Seiten ist, auf jede der- 
selben, so wie man sie im Sinne des Umfanges durchläuft, an diesem Punkte 
(Ar— 1) auf einander folgende Zahlen zu setzen sind, ein solcher Punkt darum 
im Ganzen mit k{k— 1) Zahlen bezeichnet wird, und wenn sich in einem 
Punkte h Eckpunkte vereinigen und ausserdem * Seiten durchschneiden, so 
ist derselbe mit (2A+£)(2A+A-1) Zahlen zu bezeichnen, weil in einem sol- 
chen Punkte (2k+k) Seiten zusammentreffen. Demgemäss wird von jetzt ab 
wieder jeder einzelne Eckpunkt mit zwei auf einander folgenden Zahlen 
bezeichnet. 

Nur diejenigen Sternpolygone, von welchen nicht mehr als zwei Seiten 
durch denselben Punkt gehen, und welche zur Unterscheidung von den Qbrigen 
Sternpolygone im engeren Sinne heissen mögen, sind in der Richtung ihres 
Umfanges durchweg bestimmt, sobald der Sinn der Richtung einer Seite fest 
angenommen ist. Die allgemeineren Slernpolygone dagegen enthalten solange 
eine Unbestimmtheit, als nicht genau angegeben ist, auf welchem Wege der 
Umfang derselben zu durchlaufen ist, weil jeder Schnittpunkt der Seiten der- 
selben als ein Vereinigungspunkt von Eckpunkten angesehen werden kann, 
und andererseits Vereinigungspunkte von Ecken fflr den Fall, dass in ihnen 
zusammentreffende Seiten gleiche Richtung haben, zugleich als Schnittpunkte 
von Seiten betrachtet werden können, oder auch weil bei solchen Vereinigungs- 

Jotuotl (Tlr Mathematik Bd. LXV. Heft 2. 23 
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punkten zweifelhaft bleibt, welche Combinutioiien vom Seiten die einzelnen 
zusammenfallenden Ecken bilden. 

Jede Ungewissheit darüber, wie der Umfang des Sternpolygons zu 
verfolgen ist, sei von vorn herein beseitigt durch die genaue Angabe der 
Reihenfolge der Eckpunkte der Figur, so kunn mun nunmehr in Beziehung 
auf jeden mehrfachen Funkt des Umfauges das Sternpolygon als Grenzfall 
einer Figur betrachten, bei welcher die Schnittpunkte der Seiten oder die 
Eckpunkte noch nicht zusammengefallen sind, und demnach die gegebene 
Figur an jedem Punkt dieser Art so deformiren, dass die neue Figur daselbst 
ebensoviel Seilen und Ecken enthalt, wie die Anzahl der Seiten und Ecken 
beträgt, durch deren Vereinigung der betreffende Punkt definirt ist. Hierbei 
hat man jedoch zu beachten, dass die Seiten einer solchen Hülfsfigur sich 
wirklich sämintiieh, und zwar nicht mehr als zwei in demselben Punkte, durch- 
schneiden, hat also zu diesem Zwecke nötbigen Falls an den dabei in Betracht 
kommenden Eckpunkten die sie bildenden Seilenpaare Ober diese Eckpunkte 
hinaus zu verlängern, bis auch sie den ganzen Liniencomplex durchschneiden. 
Zur Bezeichnung dieser Hfllfsfiguren , welche jetzt Sternpolygone im engeren 
Sinne sein werden, reichen alsdann gerade die sich um die zugehörigen mehr- 
fachen Punkte gruppirenden Zahlen aus, weil auf jeder geraden Linie an dem 
betreffenden Punkte soviel auf einander folgende Zahlen stehen, wie die An- 
zahl der geraden Linien beträgt, mit denen sie in dem mehrfachen Punkte 
zusammentrifft. 

Auch hier, bei der Aufstellung der Hülfsfigur, treten Unbestimmtheiten 
ein; es entsteht nämlich, was für das Folgende von Bedeutung ist, eine grosse 
Mannigfaltigkeit dieser Figuren dadurch, dass die ihnen zu Grunde liegenden 
Linien sich in verschiedener Reihenfolge und Gruppirung durchschneiden 
können. Wenn es sich jedoch lediglich um die Aufgabe handelt, das Stera- 
polygon in irgend cinor Art durch Vielecke im engeren Sinne zu ersetzen, 
so kann von der zuletzt bemerkten Unbestimmtheit abgesehen werden, da 
dieselbe schliesslich nur eine Aenderung in der Einteilung dieser Vielecke 
veranlasst. Mit Benutzung der nach dem obigen Verfahren zu bildenden Hülfs- 
figur kann man jedes allgemeine Slernpolygon, wieviel mehrfache Punkte 
auch der Umfang desselben enthalten mag, in derselben Weise, wie früher 
die Sternpolygone im engeren Sinne, als die Summe von Theil Vielecken im 
engeren Sinne darstellen; sobald man bei der Bildung der einzelnen Zahlen- 
reihen zu einem mehrfachen Punkte gelangt, hat man die jedesmalige Reihe 
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mit Zugrundelegung der Hülfsfigur zu vervollständigen, bis man von selbst 
wieder zur Rückkehr in die ursprüngliche Sternfigur veranlasst wird. 

Hat man nach diesem Verfahren die sämmtlichen Zahlenreihen aufge- 
stellt, so können bei den ihnen entsprechenden Vielecken schliesslich, wenn 
man dieselben aus dem gegebenen Sternpolygon darzustellen sucht, allein fol- 
gende beiden Fälle eintreten. Es können erstens ganze Theilpolygone oder 
Theile des Unifanges derselben sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen, 
d. h. es reduciren sich entweder einige der resultirenden Theilvielecke auf 
einen Punkt, oder, wenn die sich zusammenziehenden Theile des Umfanges 
nur aus auf einander folgenden Seiten bestehen, verringert sich in ihnen nur 
die Seitenanzahl. Zweitens können gelrennte Theile des Umfangos sich in 
dem mehrfachen Punkte vereinigen und demnach die resultirenden Vielecke 
aus einzelnen in dem mehrfachen Punkte als gemeinschaftlichem Eckpunkte 
zusammenhängenden Stücken bestehen. Der zweite Fall ist der einzige, in 
welchem durch die Zahlenreihen aus dem Sternpolygone nicht Theilpolygone 
im engeren Sinne ausgesondert werden, doch gestatten auch hier die den 
Reihen entsprechenden Figuren eine einfache Interpretation der von ihnen ab- 
gegrenzten Flächenslücke. 

Berlin. 1865 
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Sur un theoreme relatif ä huit points situes sur 

une conique. 

(Par M. A. Cayley ü Cambridge.) 



On sait quc le theoreme de Pascal peut etre deduit du theoreme sui- 
vant: toule courbe cubique qui passe par 8 des 9 points d'intersection de deux 
courbes cubiques passe par tous les 9 points. 

De memc cet autre theoreme — tonte courbe qnartique qui passe par 
13 des 16 points d'intersecüon de deux courbes quartiques passe par tous les 
16 points — conduit ä un theoreme relatif ä 8 points situes sur une conique. 

En eflet si par 8 points donnes et situes sur une conique donnee on 
fait passer deux syslemes de 4 droiles (ces deux systemes doivenl ötre saus 
droite commune) les deux systemes sont des courbes quartiques qui se ren- 
contrent dans les 8 points donnes et de plus dans 8 nouveaux points; donc 
tonte courbe quartique qui passe par 13 des 8-f8 points passe par tous les 8+8 
points. Or la conique donnee passe par les 8 points donnes, et par 5 des 8 
nouveaux points on peut faire passer une autre conique: les deux conique* 
• forment ensemble une courbe quartique qui passe par 8+5 des 8 + 8 poinls. 
et qui passera ainsi par les 8+8 points; cest ä dire la nouvelle conique 
passe par les 8 nouveaux points, ou autremenl dit, les 8 nouveaux points 
sont situes sur une conique — cest la le theoreme relatif ä 8 points situes 
sur une conique. 

On deduit do la les theoremes 3, 4, 5 de Steiner (Lohrsätze und Auf- 
gaben, ce journal t. XXX, pp. 274 et 275). En eflet considerons sur une conique 
donnee n points donnes, et les » tnngenles dans ces memes poinls. En com- 
binant deux ä deux les n points on obtient \n{n—\) droites G: ces droiles se 
coupent deux ä deux dans les n points donnes, qui comptent pour !»(»— 1)(»-2) 
intersections, et de plus dans %n(n— 1)(»— 3) points r. Cbacune des * 
tangenles renconlre les { |«(»-l)-(n-l)} droites G qui ne passent pas par 
le point de contact de celte tangenle, dans ±{n— t)(n — 2) points *, ce qui 
donne en tout {n{n— 1)(»— 2) poinls «. Enfin les n tangenles se rencontrenl 
deux ä deux dans J»(»— 1) points /. 
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On a ainsi 

i»(»-l)(ii-2)(n-3) points r 
±»(»-l)(»-2) - 8 

*»>-!) - t 

ensemble \n{n— \){n 2 — i»+2) poinls. 
Or parmi ces poinls, il y a selon les trois tbeoremes de Steiner un grand 
nombre de systemes de 8 poinls sur une conique. 

Prenons d'abord sur )a conique donnee 4 poinls quelconques a, b, c, d 
des n poinls, et considerons aussi les points consecutifs a', b', c, d 1 . La 
ßgure des 4 points a, b, c, d et des 4 tangentes dans ces nienies points 
equivaut ä celle des 8 points a, a', b, b', c, c', d, <f. Partant de rarrange- 
ment abcd (lisez-le cycliquement et il correspondra a Tun des 3 quadrilateres 
que Ton peut former avec les 4 poinls) on forme avec les 8 points les deox 
systemes que voici de 4 droites chacun 

Systeme aa', bb', cc', dtf, c'est ä dire les tangentes aux 4 points o, 6, c, d, 
Systeme a'6, b'c, c'd, <fa, c'est a dire ab, bc, cd, da; 
et ces deux syslemes se rencontrent dans les 8 poinls a, a', b, b', c, c', d, rf' 
(ou ce qui est la mdme chose dans les points a, b, c, d, cbacun compte 2 fois) 
et dans 8 nouveaux points compris enlre les points r, *, t; ces 8 points sont 
donc siluees sur une conique. Comme il y a 3 arrangements abcd, acdb, adbc 
des 4 points, on oblient de cette maniere 3 systemes de 8 points sur une 
conique. 

Prenons sur la conique 5 points quelconques a, b, c, d, e des n points, 
et considerons aussi 3 poinls consecutifs a' } b', c. Partant de l'arrangement 
abcde (qui correspond ä Tun des 12 pentagones que Ton peut former avec 
les 5 points) on forme avec les points a, a, b, b', c, c, d, e les deux 
syslemes de 4 droites chacun 

Systeme aa', bb', cc', de, c'est ä dire les tangentes en a, b, c et la 
droite de 

Systeme ab, b'c, cd, ea, c'est a dire ab, bc, cd, ea, 
et on oblient de lä (parmi les points r, s, t) un syslemc de 8 points sur une 
conique. A cause des 12 arrangements des 5 poinls, il y a 12 systemes. 
Mais au Heu des points consecutifs (a', b', c') on aurait pu prendre toute autrc 
combinaison {a',b',d') etc.; le nombre des combinaisons elant 10, il y a donc 
12x10=120 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons de merae 6 poinls quelconques a, b, c, d, e, f des n points. 
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En considerant les points consecutifs d, b' et en pnrtant de l'arranfrement 
abcdef, on forme avec les 8 points a, d, b, b\ c, d, e, f les deux Systeme« 
de 4 droites 

Systeme ad, bb', cd, ef c'est a dire les tnngenles en «, b et les 
droites cd, ef, 

Systeme ab, b'c, de, fa cest h dire ab, bc, de, fa, 

ce qui donne parmi les points r, t, t un Systeme de 8 points sur une conique. 
11 y a 60 arrangeraents des points a, b, c, d, e, f et 15 combinaisons (d, 6'j elc 
des points consecutifs: on a donc 60x15 = 900 systemes de 8 points sur 
une conique. 

Prenons encore 7 points qnelconques a, b, c, d, e, f, g des » poinU 
En considerant le point consecutif «', et en parlant de larrangcinent abedefg. 
on forme avec les points a, d, b, c, d, e, f, g les deux systemes de 4 
droites 

Systeme ad, bc, de, fg cest ä dire la tnngente en a, et les droile« 6c. 
de, fg, 

Systeme ab, cd, ef, ga c'est a dire ab, cd, ef, ga, 

et on ebtient ainsi parmi les points r, », t un Systeme de 8 points sur une 
conique. 11 y a 360 arrangements abedefg elc. et 7 differenls points conse- 
cutifs d etc.: cela donne 360x7 = 2520 systemes de 8 points sur une conique. 
Prenons enfin 8 points quclconques a, b, c, d, e, f, g, h des n point« 
Parlant de larrangemenl abedefgh, on forme avec les 8 points les Am 
systemes de 4 droites chacun {ab, cd, ef, gh) et (6c, de, fg, hd), ce qui conduii 
ä un Systeme de 8 points sur une conique. Mais on a 2520 arrangements 
abedefgh etc. — il y a ainsi 2520 systemes de 8 points sur une conique. 

On voit que les systemes de 8 points sur une conique deriveot it 
4, 5, 6, 7 ou 8 des n points sur la conique donnee. En supposant n = 4 
un n'a que les systemes qui derivent des 4 points; si m = 5, on a les Systeme* 
qui derivent de 4 points choisis d'une maniere quelconque entre les 5 point* - 
et les systemes qui derivent des 5 points: et ainsi de suite; pour « = 8 on 
a les systemes qui derivent de 4, 5, 6 ou 7 points eboisis d'une maniere 
quelconque entre les 8 points, et les systemes qui derivent des 8 points. On 
peut former la table soivante pour monlrer dans les differenls cas le nombre 
des systemes de 8 points sur une conique 
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Nutuliro des »y » lerne* de 8 pointi 
4 puinU 1 5 points 1 Ii points 
3 120 | 900 


i sur «WO cot 
7 point« 
2520 


ique 
8 points 
2620 


.i = 4, »t.3 
n = 5, 8t-4 
«=t6, St. 5 

n = 8 


3 

15 
46 

105 
210 


12 

30 
00 
105 
168 


6 
10 
15 
21 
28 


21 
55 
110 
231 

40«; 


Xl-3 
X5 = 15 
X 15—46 
X35 = 105 
X70 = 210 


XI = 120 
X0 = 720 
X 21 = 2520 
X56 = 6720 


X 1 = 000 

X7 = r.3oo 

X 28 = 26200 


XI = 2520 
X 8 = 20160 


X 1 —252« 



Le cas w = 4 est le theoreme 3 de Steiner, il y a 3 systemes de 8 points 
sur une conique; le cas » = 5 est le theoreme 4, il y a 15+120 systemes; 
le cas « = 6 est le theoreme 5, il y a 45 + 720 + 900 systemes. Pour » = 7 
il y a 105 + 2520 + 6300 + 2520 syslemes et pour » = 8, 210 + 6720 + 25200 
+ 20160 + 2520 systemes. 

Lo cas »=5 est surtout interessant: en efiet corome une conique est 
delerminee par 5 points, on a ici 5 points quelconques (a,b,c,d,e) et les 
cinq tangentes (les droites A, B> C, D, E de Steiner) sonl des droites de- 
terminees par les cinq points et que Ton peut conslruire (avec la regle seule- 
ment) cost lä en cffcl la forme sous laquelle le theoreme est presente par 
Steiner; il ne parle nullement de la conique qui passe par les 5 points — 
et il donne pour les 5 droites uno construetion ; ä savoir, les 15 points r sonl 
situes deux a deux sur 15 droites L qui ne dependent chacune que de 4 points, 
et sur 60 droites H qui dependent chacune des 5 points; les 60 droites II 
combinees deux ä deux d'une maniere convenable se rencontrent dans 30 
points 8 (cesl la definition de ces points) et puis (theoreme) on a 5 droites 
A, B, C, D, E qui contiennent chacune 6 points s et qui passent par les 
points a, b, c, d, e respectivement — et (theoreme) les 30 points s sonl 
aussi situes sur les 10 droites G, 3 points sur chaque droite. Je remarque 
qu'en prenant sur la conique qui passe par o, b, c, d, e, un point quelconque 
g, il y anrait 24 hexagones inscrits ayanl ag pour cöte — et de lä 24 droites 
Poscalionnes — et par le point d'intersection de ag avec Pune quelconque des 
6 droites bc etc. on a 4 de ces droites Pascaliennes. Cela pose, en prenant 
pour g le point consecutif <i', les 24 hexagones se confondent deux ä deux - 
on a donc 12 hexagones inscrits et autanl de droites Pascaliennes - ces 
droites sont les 12 droites H lesquelles se rencontrent deux ä deux dans les 
6 points * situes sur la droite aa' ou A. Steiner dil que les 120 coniques 
dependent des 5 points, mais que les 15 coniques dependent chacune de 4 
points seulement; en donnant (comme il l'a fait) le theoreme comme un theo- 
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reme par rapporl a cinq poinls quelconques, cela n'est pas exact — en effet 
les coniques dont U s'agit dependent cbacune de 4 des cinq points, et des 4 
droites correspondantes, tangentes dans ces meines points ä la conique qui 
passe par les cinq points — ces coniques dependent ainsi des cinq points. 

Je remarque en passant qne partant des cinq points donnes a, b, c, d, t 
il y a sur chacnne des droites A, B, C, D, E un point remarqnable , dont 
Steiner ne parle pas, mais qui aurail pu servir ä une constrnction de cetl« 
droitc — par exemple il y a sur la droite A le point « qui est Tinlersection 
commune des polaires de a par rapporl a toutes les coniques qui passent par 
les points 6, c, d, e — en particulier ce point a est Tintersection commune 
des polaires (harmonicales) de a parrapport aux trois paires de droites (hc,de\ 
(bä, ec), (6e, cd) respectivement. 

Cambridge, 16 Fev. 1865. 
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Ueber invariantive Elemente einer orthogonalen Sub- 
stitution, wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung 
jeder Gruppe von Werthen der Variabein aus dem 
identischen Zustande in den transformirten 

gefasst wird. 

( Von Herrn Schläfii tu Bern. ) 

Euler hat gezeigt, dass jede gegebene Ortsvcrändorung eines starren 
Körpers um einen festen Funkt durch eine einfache Drehung um eine feste 
Axe dargestellt werden kann, wenn nur der Anfangs- und Endeszustand, aber 
nicht die Zwischenzeit in Betracht kommen. Nimmt man den festen Punkt als 
Ursprung eines orthogonalen Axensyslems an, dem im Anfange die identische 
Substitution entsprechen möge, so wird die gegebene Ortsverändorung durch 
eine orthogonale Substitution dargestellt. Diese hat nun ein einziges invarian- 
tives Element, den Winkel der Drehung um jene feste Axe, der den eigent- 
lichen Betrag der gegebenen Ortsvefflnderung ausdrückt, frei von der Zufällig- 
keit der Wühl der Axen des Körpers. 

Versuchen wir diesen Begriff auf n Dimensionen zu übertragen, so 
sehen wir uns veranlasst, zwei orthogonale Substitutionen zu unterscheiden. 
Die eine, S, ist gegeben und stellt gleichsam die Verrückung eines starren 
Systemes von » Dimensionen dar, wir nennen sie die VerhlcknngssubstituHon. 
Die andere, P , ist verfügbar und soll nur dienen die Zufälligkeit der Wahl 
der Axen auszudrücken, wir nennen sie die Transformalionssvbttitution. Der 
allgemeine Ausdruck für die Verrückungssubstitution wird dann (P~ l SP) sein. 
Es fragt sich, wie stark dieser Ausdruck reducirt werden kann *). 

Für eine infinitesimale Verrückung giebt die Theorie der schiefen De- 
terminanlen, die Cagleg im 38"*" Bande dieses Journals aufgestellt hat, eine 
schnelle Antwort auf obige Frage. Wenn man nämlich die zweite Ordnung 
vernachlässigt, so kann S nicht anders als durch eine schiefe Matrix darge- 
stellt werden, worin die diagonalen Elemente alle 1 und die übrigen infini- 
tesimal erster Ordnung sind. Streicht man die diagonalen Elemente, so dass 
die Matrix schief und symmetrisch wird, so hat man die Coefficienlen in den- 
jenigen linearen Gleichungen, welche die Projectionen der linearen Verschie- 
bung irgend eines Punktes ausdrücken. Da der Dctorminant dieser Matrix nur 
für ein ungerades » verschwindet, so giebt es auch nur in diesem Falle eine 

*) Der Dctcrminant einer ortliog. Substitution ist hier immer gleich 1 vorausgesetzt. 
Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 2. 24 
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feste Axe, d. h. es giebt Punkte, deren Verschicbungsprojeclionen sämratlich 
Null sind; und diese Axe ist desshalb bestimmt, weil die ersten Minore nicht 
alle verschwinden. Wenn » gerade ist, so kann man jenen linearen Glei- 
chungen, die die Ruhe eines Punktes ausdrücken, nicht genügen, es giebt keine 
feste Axo, und es bleibt nur noch übrig, nach einem Maximum der angularen 
Verschiebung zu fragen. Man bekommt als gleich mit Null wieder einen 
schiefen symmetrischen Determinant, dessen Elemente lineare Functionen des 
gesuchten Maximums sind. Da aber derselbe nothwendig ein Quadrat ist. so 
giebt die Gleichung nur \n verschiedene Lösungen, und alle zu einer solchen 
Lösung gehörenden ersten Minore verschwinden. Der Strahl *) also, dem die 
Wurzel als maximale angulare Verschiebung zukäme, wird nicht bestimmt, sondern 
kann eine Ebene beschreiben, und alle Strahlen dieser Ebene drehen sich um 
denselben maximalen Betrag, und ihre Verschiebungen fallen in diese Ebene. 
Wühlt man in jeder der 4» Ebenen ein Paar zu einander senkrechter Strahlen, 
so kann man zeigen, dass alle » Strahlen ein orthogonales System bilden; 
aus der Orlhogonalität folgt dann die Realität aller Wurzeln jener Gleichung 
\n" a Grades, also auch diejenige der Haupt ebenen. Wenn eine Wurzel 
der erwähnten Gleichung a fach vorhanden ist, so wird nur ein lineares Con- 
tinuum von 2a Dimensionen bestimmt, worin man eine Gruppe von a Haupt- 
ebenen mit «(a— ljfacher Willkör wählen kann. 

Eine endliche Verrückung verhält sich ähnlich. Ihre Substitution sei 
S, die maximalen Drehungswinkel seien 0, ff, .... Man addire je zwei ent- 
sprechende Elemente der Substitutionen S und S~\ setze zu jedem diagonalen 
Elemente noch — 2cosö und bezeichne den Determinant der so gebildeten 
Matrix mit U. Ferner multiplicire man jedes Element von S mit — 2cos0, 
addire das Product zum entsprechenden Elemente von S 1 und setze jedem 
diagonalen Elemente noch -f 1 zu; der Determinant aller so erhaltenen Ele- 
mente sei V. Endlich setze man — e* zu jedem diagonalen Elemente von S 
und bezeichne den Determinant aller Elemente mit T(0)**). Dann ist (7=1 
identisch richtig, und wenn man die Matrix von T(— 6) um ihre Diagonale 
umwendet und jede ihrer Zeilen mit jeder Zeile von T(ß) combinirt, so erhält 
man T(6).T(-d)= V. Aber T(—6) = (—1 ) u e~ M T{6) ; also V = {-\)'e^{Tiß))\ 

Wenn von Strahlen, Ebenen, Continuen die Rede ist, so ist immer gemeint, 
das« sie durch den Ursprung geben. 

**) Dieser Ausdruck 6ndet sich in Baltzcrs Theorie der Determinanten, wo Brioscki 
Liouv. J. 19 citirt wird; aber nur die Wurzel «•» = 1 wird erwähnt. 
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Wenn nun n ungerade ist, so ist e** = 1 eine Wurzel von T(0) — 0, und dieser 
entspricht eine einfache Wurzel cosÖ=l von lf— 0, während alle übrigen 

' V 

Wurzeln doppelt sind, d. h. } j_ c08 ft = (cosfl, l)**" -0 . Wenn aber » gerade 
ist, so ist yU= e~' **°T(d) — (cosö, l) 1 ". Nun sind aber die Elemente der 
Matrix von U die Coefficienlen in denjenigen linearen Gleichungen, welche 
die Richtung eines Strahls von maximalem Drebungswinkel bestimmen. Für 
ein ungerades « und cos0 = l, da diese Wurzel nur einfach ist, verschwinden 
also die ersten Minore des Determinants U nicht alle; es giebt eine feste Axt. 
Aber für jede doppelte Wurzel von U ~ 0 verschwinden alle ersten Minore, 
im Allgemeinen jedoch nicht die zweiten, und es giebt eine entsprechende feste 
Hauptebene, in der die zugehörige maximale Drehung B geschieht. Für ein 
gerades n hingegen kann es nur Hauplebenen geben. Die Orthogonalität und 
die Realität des invariantiven Systems sind auch hier leicht zu beweisen. 

Wenn die Elemente von T als Coefficienlen in linearen Gleichungen 
gebraucht werden, so bestimmen diese Gleichungen den Strahl, der in einer 
Hauptebene nach einem der zwei festen Kreispunkte im Unendlichen geht. 

(Ich will der Kürze wegen ein System von n — r homogenen linearen 
Gleichungen zwischen den n Coordinaten, als Gosammlheil aller seiner Lösungen 
oder Punkte aufgefasst, mit (oo r ) bezeichnen und lineares Conünuum von r 
Dimensionen nennen.) Wenn in der auf cos# reducirten Gleichung 7=0 eine 
Wurzel a fach vorhanden ist, so bestimmt sie ein (<x lu ), das zu allen übrigen 
Hauptebenen (oder Hauptcontinuen) orthogonal ist. Durch jeden Strahl dieses 
Continuums geht eine Hauptebene, und diese ist dadurch bestimmt, dass sie 
mit jedem von zwei festen imaginären und conjugirten (oo a ) je einen Strahl 
gemein hat. Wenn im (so 5 ") ein orthogonales Axensyslem (x,, y,, x ; , y., . . . 
x a ^y a ) gewählt ist, wo je zwei mit demselben Zeiger versehene Axen eine 
Hsniptobene bilden, so ist (x r -\-iy r = Q, r= 1,2, ... «) das eine jener festen 
imaginären Conlinuen und 2£{x— iy = 0) das andere; und wenn nun irgend ein 
Strahl durch seiue Projectionen a n 6 t , a?, 6 2 , ... a„, b„ gegeben ist, so ist 
die durch ihn gehende Hauptebene dadurch bestimmt, dass noch der auf ihm 
senkrechte Strahl (— 6,, a,, -6,, a,, ... — b a) a„) in derselben Hauptebene liegt. 
Multiplicirt man die Projectionen des letzten mit i und addirt sie dann zu 
denen des ersten Strahls, so bekommt man den Strahl, den diese Hauptebene 
mit dem Conlinuum 2{x+iy = 0) gemein hat. • 

Bern, 1865. 
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Programme pour le prix Carpi. 

(Proposd par l'Acaddmie Pontificale des Nnovi Lincci.) 

• i 

Theme. „Exposor une melhodc au moyen de laquelle 011 puisse <le- 
termincr tonten les valeurs rulionnellcs de x capahles de rendre un carre ou un 
cubc parfait le polynöme A^r Bx+Cx 2 -\- Dx ij r Ex*> pour des valeurs enliere* 
do A, B, C, D, E> pourvu qu une ou plusieurs de ces valeurs de x existent 
reellement, et qui, en cas contraire, en fasse connollre fimpossibilile \ 

Un „eclaircissemenl" qui accompagne ce programme fait connailre le« 
travaux des geomelres qui ont traile la queslion dont il s'agit: 

Une methode de Fermat se trouve cxposee par Jacques ile Billy: Do- 
ctrinae anahjticae inventum novum (p. 30 ot 31 de l'edilion inlitulce: Dio- 
phanti Alexandrini Arilkmeticorum libri sex, et de numeris midlangulis Uber 
unus, etc. Tolosae 3I.BC.LXX), par Leonard Etiler : Einleitung in die höherr 
Algebra, traduil en francais sous le tilre tfEU-mcns tfalgebre, tome second. 
chapitres VIII. IX, .\. et par Legendre: Theorie des nombres, troisieme edition 
1830, tome II. (p. 123-125). 

Les plus imporlants memoires relatifs ä la queslion sont les suivonls: 
Eitler: Methodm nota et facilis formnlas cubicas et biqiiadraticas ad quadralm 
reduccndi, memoire poslhume qui fuit pnrlic du tome XI des memoire« de 
facademie de St. Petersbourg (annee 1830), Jacobi: De tisn theoriae integraim 
ellipticorum et integralhtm Abelianorum in analysi Diophantea, tome 13 de re 
Journal et Lagrange: sur quelques problemes de V Analyse de Diophanle. Me- 
moires de CAcadetnie de Berlin annee 1777. 

Cependant ces melhodes sont imparfailcs 1 ". parce qu'elles supposent 
une Solution dejä^connue; 2°. parce qu'il n'est pas prouve qu'elles fournisscnl 
toutes les Solutions possibles. II serait par consequent ä desirer, quon en 
trouvat une autre, qui uertt besoin de la connaissanco d'aucune Solution, fil 
connaitre si le probleme est possible ou non, et dans le cas oü il est pos- 
sible, en donndl toutes les Solutions. 

Les memoire» sur lo tl» ferne proposd devront etre rddigds en Italien, cd latin. 
ou en franeaiR. Chaque memoire portcra sur son froutiapice uue Epigraphe, qui «r» 
rdpdtde ä l'extdricur d'une enveloppo cacbetde, dans laquelle se trouveront le nora « 
l'adressc de l'autcur. Ou ouvrira seulemcnt l'enveloppe correapondaute au uaemcurt 

3ul aura obtenu le prix. Si les auteurs qui auront obtcmi une mention honoraM« 1 
dsirent que l'Acaddmie public leurs noras, il faudra qu'il* en t'aaacnt la demande d»n* 
les quatro moi« qui suivront le jour dans leqnel le prix aura dtd ddeern«?; ee teraw 
expire* les enveloppca scront hruldcs Bans etre decachetees. Cbaquc radmoirc avec Ten- 
veloppe caebetee correnpondante devrA 6tre envoyd franco ft l'Acade*mie, avant k 
dernier jour du mois d octobre 1866, date de la cloture du concours. Le prix 
ddeernd par l'Acaddmie dans le mois de janvicr 1^67 et eonsistcra en une mddaili'* 
dor de la valeur de cent ecus romains. Le mdmoirc couronnd sera publid entiercntfflt 
ou par extrait, dans les Atti de i'Acaddroic, et l'auteur en recevia cinquante exemplaire». 

Rome, 11 juin 1865. 
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Im Verlage von I. Avenarius in Ulpilg erscheint auch für das Jahr 1866: 

Literarisches Centraiblatt ftlr Deutschland. 

Herausgegeben von Dr. Friedr. Zarncke. 



tUödirnflüi) rinr Bnmmtr oon 12—16 }»eifpaltigrn ttuortfrilrn. prris oirrtrltährlid) -2 lh>. 



Das „Literarische Centraiblatt" ist gegenwärtig die einzige kritische Zeitschrift, welche einen 
t.t sammtfiberblick über das ganze Gebiet der wissenschaftlichen Thatigkeit Deutschlands gewahrt 
und in fast lückenloser Vollständigkeit die neuesten Erscheinungen auf den verschiedenen Gebieten 
der Wissenschaft (selbst die Landkarten) gründlich, gewissenhaft und schnell bespricht. 

In jeder Nummer liefert es durchschnittlich über 20. jährlich also etwa 1200 Besprechungen. 

Ausser diesen Besprechungen neuer Werke bringt es eine Angabe des Inhalts aller wissen- 
schaftlichen und der bedeutendsten belletristischen Journale, der Universität»- nnd Schulprogramme 
Deutschlands, Oesterreichs und der Schweiz ; die Vorlegung»- Verzeichnisse sämmtlicher Universitäten 
und zwar noch vor Beginn des betreffenden Semesters; eine umfängliche Bibliographie der wich- 
tigem Werke der ausländischen Literatur; cino Uebersicht aller, In andern Zeitschriften erschienenen 
ausführlichem und wissenschaftlich wcrthvollen Rocensionen; ein Verzelchuiss der neu erschienenen 
antiquarischen Kataloge, sowie der angekündigten Bücher- Anctiouen ; endlich gelehrte Anfragen und 
deren Beantwortung, sowie Personal-Nachrichten. Am Schlüsse des Jahres wird ein vollständige« 
alphabetisches Register beigegeben. 

Prospecte und Probenummern sind durch alle Buchhandlungen nnd Fostanstalten zu erhalten. 



Bei CARL MEIES in Hannover erschien kürzlich: 

Theorie der Bewegung der Ilininielskörper, welche in Kegelschnitten die Sonne 
umlaufen. Von Carl Friedrieb UanSS. Ins Deutsche übertragen von Carl Haase, 
Königl. Hannov. Kriegsrathe, Mitglieds der astronomischen Gesellschaft. Mit 
einem Anhange (theils dem GauBg'schen literarischen Nachlasse entnommen), so- 
wie mit einer photographischen Abbildung der von Sr. Majestät dem Könige 
von Hannover gestifteten Gaussmedaille, einer Abbildung des Gauss'schcn Ge- 
burtshauses in Braunschweig und 2 Facsimiles. 48 Bogen in gross Quart. Auf 
Velinschrcibpapier und elegant geheftet. 6 Thlr. 

Dies berühmte und clasischo Werk des grossen Gauss, welches noch heute den Rechnungen der tbeori- 
schen Astronomie zur Norm dient, ist für Astronomen unentbehrlich und hat zugleich wegen der darin 
vorkommenden Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch ein viel allgemeineres, praktisches, 
wissenschaftliches Interesse. 



3m Vertage ton Ihcobor i?at) tnSaffel tfl crfdjiflwn unb burd) aüc »ucybanblnngen ju begieben: 

£>p r bte Strtoattoii btt e^gefooffe aU Sßirtong Der @tyn>ere. 2 Mufl. 
brod). ^3tet8 1 fl. 



3n ber 6. g. «ialrr'tdVn Scrfaas&mbbanblitng in fei^jig unb $eibelbcrg iß (oebtn crfcbifnni 
unb bura) afle ©ucbbanMnngcn nt btjicbtit: 

JVdrbud) l»er fpljärtfdjcn dri/jöitomdrie 

nebft »telett Sö«ifpicten fiter bereit Hnttenbima. jtrat ©ebrauebe an tytyrzn Pebranftalten unt 
beim ©elbftftubium ton Dr. <$atl 3pt$, ?rof. am ^Jol^tec^nifitm in CarlSrube. SWit 
42 in ben ÜText aebrueften ftiflOTen. 8 r - 8. ge$. $rcie 1 X\)lx. 5 @gr. 

gctyvbud) Her ebenen JßainQonometrie 

nebft ©etfptelen unb Uebmtg&aufaaben jum ©ebraudbe an beeren ?eb>anftaften tmb beim ©elbft. 
ftubtum »on Dr. <£<trl epit), ^rofeffor am $olbtea)nifom in «arMrube. 9Kit 30 in 
ben £ert aebrudten giguren. gr. 8. geb. $rei« 18 ©gr. 
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lieber die aus Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen von periodischem 
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Von Herrn L. Fuchs Seite 97 
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0. Hermes — 173 
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Erweiterung des Satzes, dass zwei polare Dreiecke 
perspectiviscb liegen, auf eine beliebige Zabl von 

Dimensionen. 

(Von Herrn Schläfli zu Bern.) 



Im Quarterly mathematical Journal, vol. I, S. 191, S. 239 und S. 241 
haben Salmon und Ferrers Beweise des im Tilel ausgesprochenen Satzes 
für die Ebene und den Raum gegeben; in dem letzteren treten vier Reihen 
von je vier Coordinatenwerthen auf, die zusammen einen symmetrischen Deter- 
minant bilden. Da die diagonalen Elemente dieses Determinants in den dor- 
tigen Proportionen (S. 241 (1) bis (4)) nicht vorkommen, so sind sie variabel, 
aber durch drei Relationen, die aus der Aufgabe entspringen, mit einander 
verbunden. Ferrers zeigt dann, dass eine vierte von der Aufgabe verlangte 
Relation, die. wenn sie unabhängig wäre, alle vier Punkte vollständig be- 
stimmte, nur eine nothwendige Folge der drei vorigen ist. Die Betrachtung 
des Ferm»schen Boweises hat mich überzeugt, dass er wesentlich auf diesem 
Satze beruht: 

Das Verschwinden (Uler ersten Minore eines symmetrischen Determinants 
zählt mir für drei Bedingungen, während es für einen freien Determinant deren 
vier zählt. 

Der Beweis dieses Satzes ist überflüssig, da er als spocieller Fall in dem 
ArowecArerschen Satze enthalten ist, welchen Raltzer in seiner Determinanten- 
Theorie, 2" Auflage S. 33 mittheilt. 

Ich will die Zeilen eines Determinants •^^(oi^s ") m ' 1 0Dern i 
die Spalten mit untern Zeigern bezeichnen, und indem ich die Elemente selbst 
als Determinanten erster Ordnung betrachte, bezeichne ich diejenigen der 

obersten Zeile n.» Q, (»), (»), . . . (»), ferner M U. ich (2)(i)-(X) 
= (o!) <> u " s " ^ m m Determinant mit (q) multiplicirte Aggregat bezeichne 
ich mit [JJ] = (} || ""), das mit (JJJ) multiplicirte Aggregat mit = 

Dies vorausgesetzt, kann der Satz Ober die ersten Minore, um den es 

Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 25 



190 Schlaf Ii, über polare Gebilde höherer Dimmsionen. 

sich hier handelt, folgendermassen ausgesprochen werden: es seien die 
zweiten Minore des Determinants J nicht sämmtlich gleich Null sondern min- 

destens einer derselben z. B. 

von Null verschieden, dann hat das Ver- 
schwinden der vier ersten Minore J^J, £]j das Verschwinden sämmt- 
licher ersten Minore zur Folge. 

Im Atigemeinen reichen also die vier Bedingungen £ 0 J = 0, j^JJ = 0. 

= 0, [J] = 0 hin um das Verschwinden sämmtlicher ersten Minore des 
Determinants J zu bewirken. Wenn aber der Determinant symmetrisch ist. 
so ist [?] = [!]» und die Bedingungen sin d bloss drei an Zahl. 

Die Behandlung des allgemeinen Satzes, der Gegenstand dieses Auf- 
satzes ist, wird verständlicher werden, wenn ich zuerst den Ferrerwchcn Be- 
weis für den räumlichen Fall mit stärkerer Hervorhebung dessen, was ich 
als Fundament betrachte, wiederhole. 

Es sei V = (», x, y, sf das Polynom einer gegebenen Fläche zweiten 

Grades, 

p = kw-\-ax+ by + cs, 
q = aw+ lx+ hy+gt, 
r = bw + hx+my-i- ß, 
* « cw+gx+ fy+n* 

seien seine halben Abgeleiteten, also V~ ptc+qx+ry+s* — 0 die Gleichung 
der Fläche. Dann sind die zwei Tetraeder wxys = 0 und pqrs ~ 0 zu ein- 

ander polar. Im Eck des ersten Tetraeders ist p - k, q = a, r = b, 

t = c, im homologen Eck des zweiten Tetraeders 9 = 0, r = 0, * — 0. Wenn 
also <p eine Variable bedeutet und p, q, r, s als Coordinaten gelten, die auf 
das zweite Tetraeder bezogen sind, so sind <p, o, b, c Coordinaten des lau- 
fenden Punktes in der Geraden, die beide homologen Ecken vorbindet. Wenn 
X, y, (o ebenfalls Variable bedeuten, so sind alle vier Geraden, die je zwei 
homologe Ecken beider Tetraeder verbinden, durch die Zeilen der Matrix 

i(pa b c 

)» X * 9 
\b h v f\ 
U 9 ( 
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dargestellt. Verlangen wir nun, dass alle vier Punkte, je einer auf jeder 
Verbindungslinie, in einer Geraden liegen, so müssen sfiinmtliche ersten Minore 
dieser Matrix verschwinden. Da dieses nur drei Relationen liefert, denen die 
Variabein <f , x, y>, tu genügen müssen, so bleibt eine derselben frei, die ver- 
langte Gerade wird nicht bestimmt, sondern kann sich einfach bewegen und 
beschreibt daher eine Flache zweiten Grades. Es sei (p,q,r,$) ein Punkt 
der erzeugenden Geraden, so steht es uns frei, für denselben die Bedingungen 



a 


h 






P 7 


r 


= 0, 


P 9 




b 




f 




6 k 


V 




b h 


f 


c 


f 


V) 




c 9 


f 




c 9 


tu 



zu wählen und aus diesen y, tu zu eliminiren. Schliessen wir den Fall aus, 
wo bg = ch, diesem Systeme also entweder durch hp — bq und eine Relation 
zwischen u», tu, oder ohne eine Relation zwischen p, q, r, $ durch cy - bf, 
but = cf genügt würde, so ergiebt sich 

(bg~ch)(fpq + ar 8 ) + {ch~an(9pr + bq,)-{-(af-bg)(hp»+cqr) = 0 

als Gleichung der Flache zweiten Grades, die alle vier Verbindungsgeraden 
enthält, was man mit grösster Leichtigkeit verificiren kann. 

Will man diese Flache auf das erste Tetraeder beziehen , so braucht 
man nur p, q, r, $ durch w, x, g, « und die Elemente a, 6, ... durch die 
entsprechenden Minore A, B, ... zu ersetzen. Da BG-CH-J(bg-ck), etc., 
so erhält man 2{bg — ch){Fttx-\- Ayt) — 0. 

Wollte man diese Fläche in Bezug auf V—0 polarisiren, um diejenige 
Flache zweiten Grades zu erhalten , die alle vier Geraden (tc — 0, p = 0), 
(a?= 0,^ = 0), (y = 0, r = 0), (s = 0, *— -0) enthalt, in denen je zwei homologe 
Seitenebenen beider Tetraeder sich schneiden, so hätte man, bg—ch = a t 
ch—af=ß, af—bg — y setzend, die Bedingungen 

■ 0 ^ v>p + xq + gr+ sa. 
\tu> = ttfq + + 

tx = afp -\-ycr-\- ßbs, 

I f s = ßgp \ r c 9 + 

\ ts = ykp + ßbq aar , 

aus denen p, q, r, s, l zu eliminiren wären. Der Determinanl der Coeffi- 
cienten in den vier untern Zeilen rechts ist (a/fy) 1 , und alle ersten Minore 
sind durch aßy (heilbar. Befreit man sie von diesem Factor, so erhält man 

25* 
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in der obersten Zeile labe, a(bg+ cA), etc. Wir wollen indess die Gleichung 
dieser Fläche direct aus der Betrachtung obiger Matrix | ^ ° b c | herleiten. 

Wenn <p willkürlich ist, so ist tpw -f ax + by + es = 0 die Gleichung irgend 
einer Ebene, die durch die Gerade («p=0,p = 0) gelegt ist, u. s. f. Denken 
wir uns nun die drei Relationen zwischen (p, x, V, 40 erfüllt, vermöge deren 
sämmtliche ersten Minore jener Matrix verschwinden, so giebt es zwei von 
einander unabhängige Lösungen (tr, x, y, z) , (w', x', y', *') des Systems aller 
vier Gleichungen (<fu> + ax-\-by + cs = 0, etc.). Dann ist aber auch der Punkt 
(ip-f lu>', x+lx', y + ly\ 8 + eine Lösung desselben Systems, und wir 
haben (wegen des willkürlichen Factors A) eine Gerade, die allen vier Ebenen 
(f>v> + ax + hy + cz = 0, etc. gemein ist und sich einfuch bewegt, also eine 
Fläche zweiten Grades beschreibt, in der alle vier Durchschnitte (ip = O,/>=0;, 
etc. liegen. Um ihre Gleichung zu bekommen, brauchen wir nur y>, u> aus 
den drei Gleichungen 

a h g = 0, bw+hx-\- + /"» = 0, 
b tff f cw-\-gx-\- fy -feus = 0 

C f U) 

zu eliminiren und erhalten*) 

T = abett 2 + ahgx 7 + bhfy 2 + cgfz? + {bg + ch) (awx + fy*) + {ch+af) (bwy + gxi] 

-f («/*+ (cirs + hxy) = 0. 

Dass diese Fläche durch die vier Geraden (te=0,p=0), etc. geht, verificirl 
sich sogleich an der Form 

T = abcu>*+w(o (%+cA)x+6(cA+a/>+c(«/"+6<7>)+ (ax+ty+ca)(ffAx+A/y-f fp; 

ihres Polynoms, wobei zu beachten ist, dass die zweite Gerade ghx+kfy+fqi 
= 0, in der die Ebene u> = 0 von der Fläche T=0 geschnitten wird, die 
Lösung unserer Aufgabe in der Ebene für das Dreieck xys = 0 und sein po- 
lares in Bezug auf die Curve lx' i -{-my''+nz , -\-2fyi + 2gxi-\-2hxy = 0 dar- 
stellt. Der Discriminant von 2T ist (aftyf, und seine Minore sind aßy* 
{O y af,ßg,yh), etc. 

Wir gehen nun an die allgemeine Aufgabe. Es sei 



*) Vergleiche Quart Journal I., p. 195 unten. 
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die quadratische Gleichung, in Bezug auf die das Gebilde 'Xu Xj Xj . . . X» — " 
polarisirl werden soll (es ist (J) = (J), etc. angenommen) . Wird 

p {l = a 1) x ü +(°)x I +(!|)x,+----f(|])x., etc. 

gesetzt, so ist das zweite zum vorigen polare Gebilde /»„pij^-.-p. = °- Da 
der erste Theil der Aufgabe [die homologen Ecken beider polaren Gebilde 
durch Gerade zu verbinden, auf jeder von »— 2 dieser Geraden je einen 
Punkt willkürlich zu wählen, durch diese »— 2 Punkte eine einfach drehbare 
lineare Gleichung (im Räume wäre es ein Ebenenbüschel) so zu legen, dass 
sie noch mit der {»— i)' r " Verbindungslinie einen Punkt und mit der «'"' einen 
Punkt gemein habe, worauf sie von selbst mit der (fi-fl)" B Verbindungslinie 
einen Punkt gemein haben wird, endlich alle jene erstgenannten n— 2 Punkte 
unabhängig von einander auf den betreffenden Verbindungslinien zu bewegen, 
die drehbare lineare Gleichung, welche *+i Punkte mit sämmtlichen Ver- 
bindungslinien (mit jeder einen) gemein hat, zu drehen und nun die höhere 
Gleichung zu finden, die von der (»-l)fach beweglichen linearen Gleichung 
umhüllt wird] zu grossen Schwierigkeiten unterliegt, so wenden wir uns so- 
gleich zum zweiten Theile, eine Gerade zu ziehen, die mit jedem der Durch- 
schnitte (x,— 0,p, = 0), (r = 0, 1, 2, ... ») einen Punkt gemein hat. Statt der 
gegebenen Oy, a,, ... a* fähren wir als diagonale Elemente der Matrix 

(o ! 2 Z ü) die Varfabeln (JJ), (}), . . . (J) ein und unterwerfen sie den drei 

Bedingungen, die das Verschwinden aller ersten Minore bewirkt. Dann werden 

alle »+1 Gleichungen (J)aü,+(I)*i+g)«i + -+(J)«.« 0, (r = 0, 1, ... ») 

durch zwei von einander unabhängige Coordinatengruppen befriedigt; ihre 
Lösungen bilden also eine Gerade; und da n—2 unabhängige Variabein, z. fi. 

(s)' (t.)' ' ' ' CO ^ Dr *& bleiben, so beschreibt die Gerade ein krummes Con- 
tinuum von «— 1 Dimensionen, das also durch eine einzige Gleichung T~0 
auszudrücken ist. Nimmt man z. B. aus den linearen Gleichungen mit 
r = 2, 3, ... 1» die Werlhe für ^\ (g), . . . f") und substituirt sie in der 

Bedingung — [ ( j = 0, so erhalt man eine Gleichung (»— l) ,fn Grades in x„, x,, 

x,, ... x.. Denn man inuss z. B. die Zeilen 2, 3, ... n resp. mit — x,, 
— Xj, ... —x. multipliciren , um Substituten zu können. Es sei T — 
(-IJ'xjXj.-.x.^^, wenn die Substitutionen ausgeführt sind. Giebt man der 
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Matrix die Anordnung (n 2 3 »)* 90 s ' n< ^ cs nur diagonale Elemente, die x„ und 
x, enthalten. Daher ist in T der Coeflicient von xj" 1 gleich (^XjDdD^C) 1 
und das Aggregal aller Terme, in denen x,, x,, ... x. fehlen, kann durch 

(»•+a>.)(®*-+G>.) -{O-+0*) 

dargestellt werden , woraus sogleich auch die Gestalt der Coefficienten von 
xTr ,_4 *i erhellt. Aber die Coefficienten der Terme, welche x 3 , ... ent- 
halten, aus der Matrix von — [^] abzuleiten, wird mir zu schwierig. Ich 
will daher zunächst nur zeigen, dass man die Aufgabe von i» Dimensionen 
auf h -1 zurück bringen kann. Wenn in diesor Matrix die Zeilen 2, 3, ... 
h wie oben gesagt multiplicirt sind, so dürfen wir die Zeile 2 dadurch ver- 
ändern, dass wir zu ihr alle folgenden Zeilen und das x, fache der Zeile 1 
addiren. Dadurch wird 

T = *|(-ir^«......(T.]-(S)CS])l+((i)*.+®«»+-+Ö«-)- 

Für x„ = 0 reducirt sich also dieser Ausdruck auf seinen zweiten Term, und 
dieser zerfällt in zwei Factoren, von denen der erste lineare unserer Aufgabe 
entspricht, der zweite (n-2)'" Grades aber, wenn darin auch Xu = 0 gesell» 

wird, in Bezug auf die Matrix (J23 '"") gerade dieselbe Function ist, welche 

T in Bezug auf i 2 3 II ! «) war - Da in T kein Term a,le Coordinaten zu- 
gleich enthalten kamt, sondern immer mindestens zwei fehlen müssen, so ist 
hiemit die Möglichkeit gezeigt, die Coefficienten successiv durch Aufsteigen 
von 3 zu 4, von 4 zu 5, . . . Dimensionen und jedesmalige Multiplication m 
berechnen. Man kann aber auch das Gesetz erralhen, nach dem der Coef- 
licient irgend eines Terms in T gebildet ist, und zeigen, dass die so dofinirte 
Function für jede Lösung von (x„ = 0,/>„— 0), etc. verschwindet. Wenn dann 
ferner gezeigt wird, dass diese Bedingungen mehr als hinreichen, um die Co- 
efficienten in einer Function (x„, x,, x 2 , . . . x,)" -1 zu bestimmen, so ist damit 
auch die Identität der definirten Function mit T bewiesen. 

Eine Function (a*,...*.)— 1 zählt ( 2 *~j)-l Elemente, wenn es nur 

auf dio Verhältnisse der Coefficienten ankommt. Ihr Continuum würde von 
(x, ) = 0,p„ = 0) in einem krummen Continuum (»— 1)*" Grades mit n-\ lio- 
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mogeneu Variabein geschnitten, das durch (JlTa i )— * Punkte bestimmt würde. 
Damit also jenes Continuum das lineare Conünuum (x,,=0, />„=()) nicht schnei- 
den könne, sondern es ganz in sich enthalte, müssen jenem in diesem (^^2) 
Punkte gegeben werden. Da dieses sich *+l Male wiederholt, so sind dem 
gesuchten krummen Continuum (»-f-l)( W _ 2 J Punkte gegeben. Der Ueber- 
scbuss dieser Zahl über die Anzahl der Elemente der gesuchten Function be- 
tragt (»-l)( 2 "r3 3 ) + ^ a,so fur » = 2, 3, 4, 5 resp. 1, 3, 16, 85. Die 
Function T ist also durch die erwähnten Bedingungen mehr als bestimmt. 

Wenn den untern Zeigern 1, 2, 3, ... « irgend eine Anordnung 
eben so vieler zum Theil wiederholter Zeiger, unter denen aber der fremde 
Zeiger 0 sich nicht befindet, übergesetzt wird, so ist es nicht möglich, Kreis- 
läufe wie (J), (JXlXl)' • zn vermeiden - DeDD ffln « 1 man mil 
einem Element an, dessen unterer Zeiger auch oben irgendwo vorkommt, so 
kann man eine Kette von Elementen bilden, wo jeder obere Zeiger eines 
Elements mit dem untern des nachfolgenden übereinstimmt, und diese Kette 
könnte nur dann offen bleiben, wenn sie mit einem obern Zeiger schlösse, 
der unten nicht vorkäme. Da dieses nicht der Fall ist, so muss die Kette 
einmal sich schliessen, d. b. der obere Zeiger des letzten Elements muss mit 
dem untern Zeiger dieses oder irgend eines der vorangegangenen Elemente 
übereinstimmen; und die Combination von Elementen enthält mindestens einen 
Kreislauf. Ich brauche hierfür nur an die Abhandlungen von Cauchy (Journal 
de l'ecole polytechnique Cah. 17, p. 37) und von Jacobi (dieses Journal Bd. 22, 
S. 288) zu erinnern. Ich will nun eine Function (T) definiren, deren Iden- 
tität mit T zu untersuchen ist. 

Um den Coefßcienten ton a£a£rkjau, (a+/*+y+<T+f = »-!), in (T) *« 
erkalten, sehe man der festen Reihe 1 2 34...» unterer Zeiger alle die- 
jenigen Permutationen von 0" +, l* 2^3*4' über, welche keine Kreisläufe er- 
zeugen, und fasse jede Anordnung als Product derjenigen Elemente von V auf, 
welche durck je zwei Ubereinanderstehende Zeiger bezeichnet sind. Die Summe 
aller solchen Producte, deren Ansaht gleich der Permutationszahl der Coor- 
dinatencombmation ist, ist der gesuchte Coefficient. 

Ich muss zuerst zeigen, dass diese Definition nicht etwa den Wider- 
spruch in sich enthält, von der Ausschliessung des untern Zeigers 0 abzuhängen. 
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Es sei n = 6, so wird (JXlXSXJXsXi) a,s einzelner Term im Ausdruck 
des Coefficienlen von x„x]x 4 x s vorkommen. Wählen wir 023456 als feste 
Reihe der untern Zeiger, so ist jener Term in der Form (oX^X^X^X^X«) 
darzustellen, indem man nur die Zeiger der Elemente (J) umkehrt (sie 

bilden eine offene Kette, die mit 1 beginnt, mit 0 schliesst und 4 zum ver- 
bindenden Zeiger hat), und diese neu« Form desselben Terms entspricht wieder 
obiger Definition, indem, wenn unten 1 fehlt, oben O'lM'ö 1 , d. i. 011145 
zu permutiren ist. Soll 6 in der festen Reihe unterer Zeiger fehlen, so 
kehren wir zuerst (J) in (J) um, dann (|) in (*), dann (J) in (J) und 

haben endlich |o?234 5| (,er Definition gemäss; die offene Kette beginnt mit 
6, endigt mit 0 und hat 1, 4 als verbindende Zeiger. Wenn z. B. 1 als 
unterer Zeiger durch 0 ersetzt worden soll, so wird, da 0 in der obern Per- 
mutation nicht fehlt, und die übrigen Zeiger auch unten sich finden, stets eine 
offene Ketto von Elementen da sein, die mit dem untern Zeiger 1 beginnt 
und mit dem obern 0 aufhört, iiaben wir den zum Coefficienlen von 

x.x.x^x,, gehörenden Term CiXlXtXlXtXe) 80 darzusle,lei N daSS 023456 
als untere Zeigerreibe erscheint, so durchläuft die Kette alle sechs Elemente, 
und die neue Darstellung wird (023450) aucn die Kelle sonst be- 

schaffen sein mag, durch die Umwendung aller ihrer Elemente wird der 
Wiederholungsexponent des beginnenden Zeigers oben um 1 vermehrt, der- 
jenige des schliessenden oben um 1 vermindert, während alle verbindenden 
Zeiger in gleicher Anzahl oben bleiben, wie zuvor. 

Wir denken uns nun das fragliche Polynom (T) nicht nur nach den 
Coordinatencombinationen, sondern auch nach den Producten der Elemente in 
Terrae aufgelöst und fragen nach dem Aggregale aller Terme, die den Factor 
(°), aber nicht x 0 enthalten. Als feste Reihe der untern Zeiger sei 1234...» 
angenommen. Die Pennutalion der obern Zeiger wird dann mit 0 beginnen, 
aber sonst diesen Zeiger nicht enthalten. Damit nun die aber 234...« 
siebende Permulation keinen Kroislauf erzeuge, so muss nolhwendig 1 als ein 
der untern Reihe fremder Zeiger darin vorkommen, da der ebenfalls fremde 
Zeiger 0 schon ausgeschlossen ist. Folglich ist der Term auch noch durch 
x t tbcilbar. Sondern wir nun den Factor ab, so bleibt ein Term, wie 
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er nach der Definition der um einen Grad und eine Dimension niedrigeren 
Function (T), die zu einem V mit der Matrix (JJs'^J) gehörte, entspräche; 
und umgekehrt, wenn wir irgend einen Term dieser letzten Function (T) mit 
multipliciren, so haben wir einen Term der höheren Function (T). Da 
dasselbe auch für die Factoren (2)**» (3)^ • • • (ü) 31 " Dew ' esen worden kann, 
so folgt, dass (T) sich für *„= 0 auf das Producl von 

mit der erwähnten niedrigeren Function reducirt. Da endlich die Definition 
auch (?)(£) (3) ■ C) x "~ l aIs Anfangsterm von (T) giebt, so ist die Identität 

der definirten Function (T) mit der ursprünglichen T bewiesen. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die Anzahl der Terme des Coef- 
ficienten einer Coordinatencombinalion der Permutationszahl dieser lotzten gleich 
ist. Selzen wir V= (a^-fa^ + a^-f ••• + x,)\ so ist klar, dass alle Schnitte 
des Gebildes x„x 1 x 1 ...x H = 0 mit dem polaren Gebilde in die lineare Gleichung 

x,rt-x,4 \-x m = 0 hinein fallen, und dass daher T= (x i> -\-x i -\----+x m y~ l wird. 

Da jedes Elementproduct jetzt =1 ist, so ist ferner klar, dass die Anzahl 
solcher in irgend einem Coefficienten dem Coefficienten der betreffenden Co- 
ordinatencombinalion in der Entwicklung von (2£x)'~ l gleich ist. Man kann 
aber die Richtigkeit dieser Anzahl auch aus obiger Definition der Function T 
herleiten, wenn man mit a£a?f, (a + ß = beginnt, dann a^afxjS 

(n-^/i-f-y = »— 1}, betrachtet und so fortgeht, indem man immer den Satz für 
die niedrigere Stufe als schon bewiesen voraussetzt. Das Fundament der Be- 
weisführung würde dann sein, dass in der Entwicklung von 

der Coefficient von*' gleich + ist, wo i+ff )*+(?)*' + - die 

Entwicklung von (1-rx)" bedeutet. 
Bern, 1865. 
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Recherche des points k l'infini sur les surfaces 

algebriques. 

DenxlcMe Partie. 

(Voir p. 112 de ce volumo.) 
(Par M. L. Painvm a Douai.) 



Definition et ordre de la surface asymptote. 

1 La surface proposee ayanl pour equalion 

U = (p m {x, y, »)+ /y_,(ar, y, ») + <>^ s (*, y, *) + •■• = 0 

lequation da plan asymptote au point ä l'infini (-^- = -|- = -y , / = o) est 

(i.) (P) A+i^+»*+^(«»Ay) = o, 

avec la condition 

v.i*,ß,y) - o. 

Les plans asymptoles enveloppent une surface developpable, car les coefficients 
de lequation (1.) ne dependenl en realile que dun seul parametre arbitrato: 
j appellerai Developpable asymptote de la surface U la surface enveloppec 
par les plans asymptoles de U; ou, ce qui revient au meme, la surface cir- 
conscrite ä la surface U suivant la courbe d'interseclion avec le plan ä Tinfini. 

Cette developpable est de la classe m(m— 1); car, par un point qud- 
conque (x, n y„, s,,, Q passent m(m— 1) plans tangenls (/*), comme il est visible 
d'apres les equations (1.) et (l bi '.). 

2. Lorsque l'cquation de la surface U peut etre amenee a ne plus 
contenir de termes de degre (w-1), la developpable se reduit a un cone 
que nous nommerons cöne asymptote de la surface. Dans ce cas, en effel. 
les coefficients de la fonction y, ») sont nuls; par suite, les plans (P] 

passent constamment par lorigine et enveloppent evidemmenl le cöne 

(C) <p m (x,y,*) = 0. 

Reciproque: Supposons que tous les plans asymptoles enveloppent 
un cöne c. ä. d. passent par un point fixe; nous pouvons prendre pour origine 
le sommet du cöue. L equolion de la surface, rapportee ä la nouvelle origine. 
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elanl supposee de la rorme 

on devra avoir 

*fm-\{«,ß,Y) = 0 

pour toutes Ies Solutions possibles («, ß, y) de l'cquation 

v~( a ,ß>r) = o. 

Ces deux equations doivent donc avoir une infinite de Solutions communes; 
ou mieux, toutes les generatrices du cöne (f m (x,y f s) doivent se trouver sur 
le cöne </•■„_, (j-, y, »); ce qui est evidemraent impossible, ä moins que la 
fonction du (m— 1)*"' degre, tp m _ x (a\ y, *), ne soit identiquement nulle. Ainsi: 
„Lorsque les plans asymptotes d'une surface enveloppent un cöne, 

1 equation de la surface peut toujours «Uro amenee ä ne plus renfermer 

les tcrraes de degre (m-i). u 

3. Etudions raaintenant la surface asymplote dans le cas le plus ge- 
neral. En designant par P le premier membre de l'equation (1.), nous aunons 
pouT les equations dune generatrice quelconque de la developpable asymptole 

ÖP ÖP ÖP 

t2)(J) -^r—^' = ~^r^ avec ^Ay)- 0 ' 

da Öß Öy 

l'equation (1.) est une consequence des equations (2.). 

La droite (<f) est parallele ä la generatrice G{a,ß,y) du cöne des 
directions asymptotiques, car celte droite passe p8r le point a 



o ß y 



De plus, si nous nous reporlons a Tequation (12.) [§. I. , l w partie] de la 
surface S, on voit que les equations des plans des centres sont 

ÖP n ÖP n ÖP n 

donc la generatrice ((T) de la developpable asymptole passe par le cenlre de 
la surface S correspoiukmt ä la direction asymptotique parallele ä celte 
droite (d). 

Le Heu des centres des surfaces (S) est une courbe dont les equations 
3'obüennent en eliminant er, ß, y entre les quatre equations 

26* 
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da? 



öadß 



•s-t — * — r* — n — — 
da da 



+ = 0, 

dßdy ^ öß ' 



1 uyöo 



l/ordre de la courbe, Heu des centres, est le nombre de points oü eile est 
coupee par un plan quclconque 

Mx+Ny + Ps + Qt = 0; 

le nombre de ces points est egal au nombre des Solutions commune9 aux 
deux equations 





ö*<p m 




dtp m -i 


du r ~ 


ÖaBß 


Ba öy 


da 




e'tpm 


d'<p m 




8ßda 


a(P 


dßBy 








Ö'<f m 




dyda 


dydjj 


o>* 


öy 


M 


JV 


P 


Q 



= o, («,/*, ?) = 0, 



lequel nombre est visiblement egal ü 3m (w— 2). 

Ainsi les centres des surfaces S [(12.) §. I., 1"" partio] decrivent m 
courbe d ordre 3m (m- 2), e» getieral; et cette courbe est sur la deceloppaUe 
asymptote. 

L'ordre de cette courbe est precisement egal au nombre des aretes 
d'inflexion du cöne des directions asymptotiques, si Ton suppose que ce cöne 
soit le plus general de son espece c. ä. d. n'ait pas d'ariHes multiples. Nous 
ferous encore observer que la courbe, Heu des centres des surfaces S, n'est 
pas Parete de rebroussement de la developpable asymptote. 

4. Comme les calculs que nous allons d6velopper presentent nne 
certaine coraplication, il sera avanlageux de modifier la notalion que nous 
avons adoptee jusqu a present. 

Nous remplacerons les variables x, y, z par x,, x„ x s ; les 
a > ft> 7* <I m designent habituellement la direction asymptotique seront 
placees par x", x", x*l\ les fonetions (p m (x, y, a), y_i(x, y s *) seront repre- 
sentees respectivement par «(x,,x, t x,), e(x,, Xj, x s ). Formant le tableau 
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de ces changemeuts: 

on rcmpiacera x, y, », par x M x a , x 3 ; 

<*, ß, r> ~ x 'l-> 
V— i (*,«,*) - r(x,,x,,x 3 ). 

Suivanl Fusage, nous poserons 



— dx r ' Wr * c?x r dx t ' Cr — cJx r 



nous conviendrons, en outre, d'indiquer par l'indice superieur 0 la Substitution 
des valeurs particulieres x',', xä, xj aux variables x,, x,, x,; nous aurons ainsi 

* =(■£■).' tt » = (^:).' elc - 

en convenant aussi d'indiquer par la notation ( )„ la Substitution ci-dessus 
menlionnee. 

5. Ces notations etant admiscs, les equalions d'une generatrice (J) de 
la surface asymptote seronl 

DP dP SP 

(3.) (<*) -^ L - = -7T- = -^ i -» avec ^ 

»j H| W| 

equations dans lesquelles 

(4.) P = ztti+akt+xri+hP. 
Nous poserons encore 

«II «« «u 

(5.) H = tht «a «a , = 3— • 

«Jl «M «33 

Le theoreme des fonctions homogenes nous donne les identites 

(6.) x^j+a^Mj + XjWj = tm; 
(7.) ;r 1 M, 1 +x,tt rt +x,«» r , = (w-l)w r , on r- 1,2,3. 
La resolution des trois equations (7.) par rapport ä x,, x,, x,, conduit ä 
(8.) x,H={m-\)[u l H n +u i H A +u i H r3 ], oü r = l, 2, 3. 
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b*. Les equalions (3.) de la generatrice (<?) peuvent s'ecrire 

(9.) ^ avft + ^ + tfsA+toS - i«SI 
avec la condition 

«(xV,xy,^) = «" = o. 

Mullipliant ces dernieres equalions respeclivement par //,", , //", , Wil ; puis par 
/y; M H'ü; etc. et ajoutant, on donnera aux equalions de la generatrice la 
forme suivante 

l H'z,+G' t t H<x t + G\l U*x % + G\t 
(10.) ((T) *: K " »; • 

(avec «" = 0; 

en designant par les leltres 6',, <?,, G, les fonctions dont le type general est: 

(11.) = + oü r = l,2, 3. 

En mullipliant les trois egaliles (11.) par «,. « 3 , et ajoutant. on a, d'npr« 

;8.) et (6.): 

(12.) «, <;, + «, = //*. 

7. Remarques. 1*. On voit encore, par les equalions (10). que 
la generatrice de la surface asymptote esl parallele ü la direclion asymptotique 
correspondante. 

2". Nous pouvons conslater aussi que les coordonnees du centre de 
la surface (S) sout, d'apres les equalions qui le determinent et le» Dotation* 
adoplees, 

/ II' t H ' t H ' 

la generatrice (ff) passo donc par le centre de la surface S qui correspond 
a la direction asymptotique parallele ä cette generatrice. Nous uurions p« 
profiter de cette propriele pour ecrire immediatement les equalions (10.). 

3'. Si l'equation de la surface peut etre amonee ä n'avoir plus de 
termes de degre (ira-1), les equations (10.) de la generatrice deviendronl 

0; 



x' x* x\ ' 



il esl alors visible que les generatrices (ff) decrivent le cöne «(.r,, jr-j, x 3 ) = 0. 
4". Lorsque la Solution (x",x".x") salisfait, en outre, ä la condition 

ir(4',a«, »,') = <>, ou ff" = O r 



Digitized by Google 



Painvin, points ä f infini sur les surfaces algtbrique». 



203 



les equalions (10.) donnent, dans ce cas, / = 0; et les equalions de la gene- 
ratrice [d) sont afors 

t = 0, 

(P) XtV'l+Xittl+Xytt'i + to" = 0; 

cette generatrice est donc a rinGni dans le plan (P). Or le nombre des 
Solutions du Systeme 

JZ = 0, « = 0, 

est egal u 3m (m— 2); donc 

II y a sur la sur face asymptote 3m (m — 2) droite* ä l'infini, parallele* 
aux 3m (m— 2) aretes (finflexion du cöne de* directions asymptotiques; ce* 
droite* sont respectwement dans les plan* asymptotes correspondant a 
ce* ardtes. 

Nous concluons de lä que le plan ä l'infini coupo la surface asymptote 
suivant ces 3m (m — 2) droiles, et, en oulre, suivant une courbe du m""" ordre, 
laquelle est la courbe de contact de la surface asymptote avec la surface pro- 
posee U; donc la developpable asymptote est de Tordre 

m + 3m(m-2) ou m(3w-5), 
resullat que nous retrouverons lout-ä-l'heure par une autre methode. 

NB. II peut arriver, pour certaines valeurs speciales des coefficients, 
que la generatrice de la developpable, correspondant ä une arete dmfiexion, 
ne soit pas ä l'infini. C'est ce qui a Heu dans la surface 

x\ + x 3 1 -\-x]-\-6tx l x 1 + t' 1 . . . = 0. 

8. Ordre de la developpable asymptote. 

L'ordre de la developpable est egal au nombre des points en lesquels 
eile est rencontree par une droite quelconque; nous resoudrons cette question 
en cherchant le nombre des generatrices (<?) renconlrant la droite arbilraire- 
ment choisie. 

Les equalions de cette droite peuvent se mettre sous la forme 
x, — A t i _ x t — A,t _ x s — A,t __ 

ou 

x, = atf+Aa, 
ah = a^+Ait, 

X, = OtQ + Ait, 

o,, oj; A„ i4„ j4,, designant des conslantes tout-ä-fait arbitraires. 
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Pour obtenir rintersection de cette droite avec )a generatrice (<T>, il 
faut remplacer x,, x,, x,, par les valeurs precedentcs dans les equations (10.); 
il vient alors 

ff"«,g-K ^-M, = H\ e + {Gl + A,H" )l Wa lQ + <iG : + A,By 
' x\ x\ x] 

Pour que les deux droiles se rencontrent, il faut et il suffit que les valeurs 

de donnees par ces equations soient les memes, car les equations (13.) 

delermineront alors les coordonnees du point de rencontre. Si 

nous designons par — k la valeur commune des rapports ci-dessus, on a. en 
eliminunl les indelerminees //{», /, et k, lequation de condilion 

a, x'; (i A, H" 



0. 



be nombre des generatriccs (J) rencontrees par la droite (13.) est donc egal 
au nombre des Solutions (xi,'x,,x,) communes aux deux equations 

Oi x, G t + A,H 



(14.) 



F(x,.x,,x,) 



0, 



a 3 x ? G 7 + A 2 H 
<h x, G. + AsH 
«(x„x } ,x,) = 0, 
homogenes en x n x 2 , x,. 

Or les fonclions G,, G : , G,, /f sonl du degre 3(m— 2) en x,, x 5 , x,; 
la 1*" equation est, par suite, du degre 3(w-2)-fl ou (3m-5); la 2'"" est 
du degre m; donc 

La surface deteioppable asymptole est de Vordre 

N = »»(3m- 5). 

Nous remarqucrons de suite que Tequation de la developpablc asymptote oe 
depend que des coefficients des fonctions « et r ou (p m et 
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§• II- 

Influence des points doubles ä Pinfini de la surface U 
sur l'ordre de la developpable asyraptote. 

1°. Idcntit»?». 

9. On a d'abord les identites suivantes dejä ecriles (6.) et (7.): 



(1.) XiUi+xM+XjMi^mH, ou 2x m u. -mv, 

• — I 

, 0 , \*i «m + «,* + x, u ri = (m -1 ) «, , oo ar. = (m -1 ) «, , 
< oü r = 1, 2, 3. 

En differentiant une et doux fois le9 identites (2.)s il vient 

cnr 

o«.. __ du., 

»=3 

N. B. Dorenavanl, au lieu da signe sommatoire 2^, nous ecrirons seulement 

X, cn convenaot dindiquer par la qu'on devra faire ia somme des resultats 
obtenus lorsqu'on donne ä l'indice n les valeurs 1, 2, 3, dans fexpression 
soumise ä ce signe. 

Posant, comme nous Pavons dejä fait 

«II «II «13 

«21 «« «23 
«31 «32 «33 



(5.) H = 
on a les identites 

(6-) 



\Zu rn H rn = ff, 

!«„.#„, =' o. 

La resolntion des equations (2.) par rapport ä x r donne 

(7.) x r ti={m-\)k» K Hn., oü r=1, 2, 3. 
Differentiant une, deux, et trois fois ces dernieres identites, on a 

Journal ftir Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 27 
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ment, eu egard aux relations (6.); 
(8.) 



(9.) 



dB , 4 ,' BBrn 

d'B . o,dB,, 4 r- ÖJI,. - 1 



(100(x 



r 2^-« ^ i 

+ ^ dx r dx r + * Wm ~~OxV)x. J 

[£« d ' H ™ li« 1 

dx.dx, * dx.dx* I jr5ü« 

• «3«* d//,. ■ a'/r„ f ' r ^ r 
+ ^ -dxr -dir + * ~dx7dx^dx- J 



La diflerentiation successive des identites (6.) nous conduit n 
(11.) 



\ S dx,"»**«"^- ~ dx: 



^ OUrn QU . ^ OU rm Oitrn 

dxi dxj dxj dxi 



(12.) 



CT, 'ÖXj 



■2u„ 



d*B n 

dxidxj 



dxi ÖXj dxj dxi 



d'B 

dxidx, 1 



= 0, r£*. 
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Nous aurons encorc ä faire usage de fidenlite suivante 

Differeiitianl successivemenl par rapport ä x t , x jf x lf on a Hdcntite 

d'H r . 



d 1 - 



G'X, dXjOXt 

d l tt 



dx,dzjöx k Vi dx,öxjöx k 
6tt„ ö*Jf r . 



+8 



Ö'J/ 



(14.) 



öx^ 

57/ 



i-i- 



Öl!,, Öll^ . ( 

bxjöxit 



I I 

öx 4 öx^ öx* 
^"i " dxtdxjdxt ^ r t' dx t dxydx t 

q eu r% a*jr v 

^ öx, öx* 



le signe § indique une somme de termes formes par les combinaisons sem- 
blables des Irois indices i, j et k. 

10. Les fonctions G, sont deünies par les egalites (11.) du §. I.; on a 

(15.) G r = Zt> m H rm , oü r=l, 2 ou 3. 
On obtient en differonliant successivemenl: 



(17.) 



d'G r 

cx,üx } 



^dc. 6Hm , £ör. 3H„ 

dxj öx, öii dxj 



dxtdxjdxit 



dx,dijdxt 



(18.) 



dx, öx, ext 



, 4- ÖtJ, ÖTfn 



öx» dxidxi 



dxiöxj dxt 

av. dir,. 



öx, dxjdx t dxjdx k dx t 

öx, dxidxt dxi dxk dx, 
27 • 
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Nons deduirons de suile de ces formules (es difierences suivantes qui se pre- 
senteront frequomment dans nos calculs: 



(19.) 



XtGj-x^G; = ^ , r.(x J // 3 .-x 3 // 3 .), 
« 

x i G l -x l G s = Sv m {xJl lm -x t H u ), 



XiG^XiGi = ^».(x.Z/j.-x, //,.). 

X ™±- X J*± = ^(x^-x^+^ix^-x^). 
dx, öx, "V exi 1 uzt ' vx, v 7 " 

<5'ö, av; t 



(21.) 




(22.) 



" tn \ x 1 dxiSxjVXk X * öXidXjdxt ) dxidxjdxt ^ 



+ ~ "5*7 V* ~ Xi -bx~öx~) + * -5x2x7 \** -dxT -^-öxT) 
+ ^ a«, v"* a*. a** 3 dx, dx k ) + - a*, öx* ~ä*7 



11°. Expose de la question. 

11. La direction asymptotique (x, 1 , x", X,'), correspondanl ä un point 
double de la surface (l/), doit salisfaire aux relalions 

| 4 = 0, 4 = 0, «*=0, 
(23.) et 

I t>(x i /,x^,xy) = f> ( '=o. 

Remarquons qoe lorsqu'on transporte les axes parallelement ä eux- 
les termes du degre m (c. ä. d. du degre Ie plus eleve) dans lequation 
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de la surface U ne changent pas, mais les termes du degre (m— 1) sont älteres 
par cette Iransformation; aulreraent, lorsqu'on modifie la posilion des axes de 
coordonnees en les laissanl paralleles, la fonclion (p m (r. } y,i) od w(x,, x,, x,) 
reste la meme, mais la fonction y„_, (a, ») ou c(x,, x?, x,) change de forme. 
Nous allons demontrer que 

si Tarete (x',\ x", x 3 ') est une arcte double pour le cone «(x, , a a , x,) 0 
et situee sur le cöne e(x,, Xj, x 3 ) = 0, on peut, en general, transporter 
les axes parallelement ä eux-memes de maniere que cette arete soit 
aussi une arete double pour lo cöne represente par Tensemble des nou- 
veaux termes du degre (im — 1). 

Soit en effet, l'equation primitive de la surface U: 

«(x, ,x 3 ,x J ) + /e(x 1 ,x,,x,) + / ? «'(x 1 ,x 2 ,x J ) + --- = 0 

ou, en supposant t = 1 : 

(24.) *(x l ,x ? ,x,)4-r(x 1 ,x J ,x 3 ) + «p(x M x 1 ,x 3 ) + .-- = 0. 

Posons 

x, = o,+y,, x 2 =a J + y J , x 3 = a 3 + y 3 ; 
fequation de la surface prendra la forme 

(24"».) • + V(y, , y, , Sfc) + W(y t , y, , y>) + . • • = 0, 

oü Fdesigne lensemble des nouveaux termes du degre (w»-l), et a pour valeur 

(25.) Viy^y^y,) = o,^- + « 1 ~- + a,^- + «(jr 1 , jf„ y,). 

Or si Ton suppose les relations (23.) verifiees par la Solution (aj, x'i , aS), on 
pourra disposer des arbitraires a,, a,, a 3 , de facon que les valeurs 

9i — *m Jfj = 4'? Jh = Xj\ 
annulent les derivees premieres de lu fonction V. En effet, ceci aura lieu, si 

(26.) | = a, «?, + «, t& + <h + t?i = 0, 

( (^-\ = a& + + + «? = 0. 

Si Ton multiplie ces equalions respectivement par x", x?, xi', et qu'on ajoute, 
on trouve 



210 



Painvitt, points ä rinßni sur les surfar.es algibriques. 



ce qui est une identile, d'apres les relalions admises (23. J. Les Irois equalions 
(26.) se reduisent donc ä deux equalions dislincles; on pourrn, par suile 
Iransporler les axes d'une infinite de manicres, de facon que la direction 
(x',', j*'.', x' 3 ') 8oii une aröte double pour 1c cöne forme par l'cnsemble des 
nouveaux lermes du (m— 1)""" degre. Dans cetle transformation, les termef 
du degre ne changent pas ; par suile, les relalions qui onl Heu enlre les 
eoefficients de ces termes subsisteront encore apres le changement des axes 

La proposition enoncee souffre ccpendanl des exceplions. Si, dan» 
les equalions (26.), on regarde n,, eh, a,. commo des variables, on aura un 
Systeme de Irois plans. Dans le cas general que nous examinons, ces trois 
plans se coupent suivant une meme droile; mais il arrivera que les Irois plan< 
(26.) sunt paralleles, si (x", x', 1 , xy) est une nrölc de rebroussement du cöne 
u (x,, x., x 3 ); il pourra arriver aussi que les Irois plans soienl ä Tinfini, fi 
f aröte {x 1 , 1 , x*, xV) est une aröte Iriple du cöne ti(x,, x,, x 3 ); ce sont les seuU 
cas exceptionnels. 

12. Pour eludicr d'une moniere completc linfluence, sur Tordre de 
la developpable asymptole, des points doubles ä l infini de la surface l T , il 
nous faudra donc examiner les cas suivanls: 

1" cas. La direction asymptotique (x'l.x",x") est une arete double ordi- 
naire du cöne ?/(x,,x,,Xj) ei appartient au cöne e(x,, x 2 , x 3 ) . 
D'apres la premicre hvpollicse, on aura 

„y^O, «: = 0, «y-0; les //,. M); 

et, d'apres la remarque precedenlc, on ponrra admellre que la deuxieme 
hypothese r (x", x\', x'i) ou r" = 0 entraine les Irois relalions 

rY = 0, ry-0, e^O. 
2"" cas. La direction asymptotique [x';.x",,x"! est une arete de rebrome- 
meni du cöne «(*„*„*,} et appartient au cöne e(x,,x 2 ,x,). 
La premiere hypothese entmine les relations 

M ; = o, «: = o. «'; = o. et //::-0; 

quanl ä la 2 m bypolhese, eile nc peul pas ölre modifiee, el Ton a la 
seule relation 

r" - 0. 

3 '"" cas. Im direction asymptotique (x',', x 1 ;, x'l) est une arete triple du cöne 
n(x„ et appartient au cöne e(x„ x,, x s ). 
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La 1*" hypothese exige les conditions 

tf> = 0; 

In 2""" hypothese ne donne lieu qu a la seule relalion 

P " = 0. 

4"' < ' cas. La direction asymptotique (x',', x,, est une arHe Iriple pour 
le cöne «(x, , x 7 , x.,) et une arete double pour le c4ne p(x,,x>,Xj). 
Celle double hypothese enlraine les relations 

»';. = o ; et t>'; = o, c' = o, P y = o. 

- 

Nous allons faire maintenant la discussion de ces dilFerents cas. 



III". Discussion. 

Premier cas: 

13. La direction asymptotique (x 1 , 1 , xi', x") est une arete double du 
cöne «(x,, x,, xj) = 0, ce qui donne 

(27.), o'; = 0, «!;=0, «y = 0, d'oü »" = 0; 

et I on peut supposer quelle est aussi une arete double du cöne r(x,, X2,x,) = 0. 
ce qui donne 

(28.), f? = 0, t>' 2 ' = 0, t>'l = 0, d'oü «" = 0. 

14. Pour determiner Tordre de la surface asymptote, nous chercherons 
le norobre des poinls en lesquels eile est rencontree par une droite arbilraire 
teile que 

fx, = eo, + /M, 
(29.) x, = oat + A,!, 

(x, = pflj+^j/. 

En reprenant les raisonnements du n". 8, nous voyons que le nombre des points 
de rencontre ou Vordre de la surface asymptote est egal au nombre des ge- 
neratrices communes aux deux cönes 

a, x, (?, -f- A t H 



(30.) F(x„x J ,x,) = 



Oj Xj (fj + yi,// 

(30 bi \) = 0. 



= 0, 
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Dcveloppons la fonction F et ses derivees 

^(xjtfj-a-iG,) -fo^XjG,— x t Gi) +a s (x l G 1 — x 1 G,) 
~-a l H(x 1 A i — x i A- 3 ) + a i H{x i A l — x l A i ) + a i H(x l A 7 ~x i A t ). 



(30} F = 
Posant 



on a: 



(E t = a 1 G s -a i G 1 , ta, = a^,-fl,A, 
(31.) fcV-OjG,-«,^, i«, = (hA t -o x A>, 
' E s = a, 6' ? - a, 6\ ; ' «, o, A 7 - a t A x ; 

/ c)G, vG. \ , / vG, vG. \ , ( vG. cG, \ 

= j+«i(*i^»-*j^2)^+a,(ar J /| I ~* I ^,)-g^+o,(* 1 i4 1 -aj 1 ^ l )^ 
-E-ttJl; 

33 ^ I e^r^7 ~ Js ^ + — ö^:^^ +< »^- ri ä^. 

I + a, 1*4,) + «. (*, A x - x, A>) ^ + «, (x, .4, - .r, .4, ) ^ 



c*x. dx, 5x y dx. 



15. Nous allons dabord ecrire les relations particulieres qui resullent 
des hypotheses (27), savoir: 

(27.), < = o, «-; = o. «51 = 0. 

On conclut immedialoment des identites (7.) 

(34.), //" = 0. 

1". Puisque les H r , nc sont pas nuls, la compnraison des equalions 
fournies par les identites (2.) et (6.), oü Ton introduit les hypotheses (27.) et 
(34 ), nous conduit aux relations 

(35.), «1 = 1,*: =4.^; 

et nous poserons 

(35-.), ± ». 
Les identites (8.) donnent visiblomcnt 

^ (£).-«• 
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2°. Eu egard aux relations (27.) et (36.), on deduit des identites (9.) 



cetle egalite anra lieu quelles que soient les valenrs respectives des nombres 
r, *, i, egales ou inegales. D'un autre cöte, les identites (11.) donnent 
d'apres (36.) 

on conclut de lä 

Les relations (35.), (SS 1 *".) et l'identile (3.) nous permettent de Iransformer 
le second merabre de cetle dorniere egalite, lequel devient successivement 

-( m -i)l r £x a *!±- -(m-l)(w-2)A,«*: 
et on a definitivement 

3". Eu egard aux relations (35.) et (36.), les identites (11.) donnent 

puis, d'apres l'identile (3.): 

egalite qui a lieu aussi lorsque s — r. 

Si, dans cetto derniere egalite, on fait successivement *= 1, 2, 3, en 
laissant ä i une valeur fixe, et quo Ton compare les trois öquations ainsi 
obtenucs avec Celles que fournit le groupe (2.) dans le cas acluel, on ob- 
tienl les nouvelles relations 

'dH,i\ , , „ xl fdn*\ fdHri\ 





1 " 


- *: 


\ dx t K 




< 


*: 

\ dx s ), 
-t 


/dHri\ fBH ri \ 
v r)x t K \ öx % K 


f(»-2)A r 
*• 
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i 6. Nous allons mainlenanl demontrer que la droite (x", a£, Xj) est 
une arete double pour les deux ebnes F et u [n°. 14], et que les plans taogents 
suivaot cette arete double sont les meines. 

1". D'apres les relations (28.). les valeurs (15.) des G r sont nulles. 
et Ton a 

(40.) 6*;=0, ^'=0, g; = o ; 

et commc //" est aussi nnl, on voil que f arete (x',', a-y, x'i) appartient egalemeot 
au promier des cöncs (30.), savoir au cöne F(x,, X,, x } ) — 0. 

2*. D'apres les relations (40.), (34.) et (36.), I'expression (32.) des 

öF 

— - ne depend plus que des binömes de la forme 

/ ÖG, dG t \ 

or, eu egard aux hypotheses (28.), la valeur (20.) de ces binömes ne depend 
plus que des quantites 

H Jn — x, //,„) , 

quantites nulles, d'apres les relations (35.). Donc 

dF 



c. ä. d. que la droite (x",x'!,x") est aussi une arele double pour Ic cöne 
F(x,, x 2 , Xj) = 0. 

3°. Les relations (28.) et (35.) nous donnent pour les valeurs (160 

, i. 

des 



dG r 

dx, 



et, d'apres (28.): 

4°. Eu egard aux relations (40.), (42.), (36.), la valeur (33.) des 



n « ■ se reduit a 



+<h(.. .)+•••• 

D'apres l'egalite (37.), le second terme a pour valeur 

- a, (x'iA* - £ A 2 ) (m - 1 ) (m - 2) a> . < . 
La V" expression, dont la valeur est fournie par les formales (21.), se reduit. 



i 
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en verlu des egalites (28.) et (35.), ä 

4. ör. ( cW 3 . ^ dBu\ " OB. / o7/j. off,. \ 

La reduclion de ces sommes sopere aisement ä Paide des relations (39.); et. 
si Ton lient compte des hypotheses (28.), on a definitivement 

'«•> (■&&.-*<• 

en designanl par ß la quanüte suivante independanle des indices t et j 

_ /„, _i ) (nt 2) ot [„, & A, - x'M + <h(*W,- x'lA*) + K ^ - 4A t )] . 
Or Pequation des plans tangents au cöne F suivant Partie double (atf, a%. x") est 

$*<*>(-^\ = °' 
cette equation dcvient, en y substituant les valeurs (43.): 

*!rf 1 \ + *?ift + ^i& + 2jr 1 ^^3 + 2 a?ll r,i/; j + 2* l « J iiV, = 0; 
c'esl precisement Pequation des plans tangents au cöne «(a-,, a?,,*,) =0 suivant 
Parete double (^,xV,x^). 

Comme consequence de cette analyse du 1" cas, il resulle donc que 
ten deux cönes f(ar, , x 2 , x 3 ) et «(x,,r 2 ,x,) ont en commvn six aretes coin- 
cidant acec la generatrice (x 1 , 1 , a£, x"). 

Deux i ein© Cas. 

17. La dbection asymptolique (ar',', x". x'i) est une arite de rebrousse- 
ment du cöne u (a-, . x } , a-,) : on doit donc avoir d'abord 

(44.), «',' = 0, ti = 0. «S = 0, d'oü «" = 0. 

puis 

(45.), ffJ's^O, d'oü /f' = 0 (45 Wi 0; 

de plus cette arite appartient au cöne »(ar,, a? 2 , a- 3 ), et Pon ne peut pas 
supposer, en general, qu'elle en soit une artte double; on a donc la seule 
conditio» 

(46.) ©" = 0. 

Nous allons chercher encore le nombre des arttes comraunes aux deux cönes 
(30.) et (30'"'.) et coincidant avec la generatrice (ar 1 , 1 , ar", x'l). 

18. Les relations etablies dans le 1" cas ne sont plus applicables ici, 
cor les identites (2.) et (6.) ne fournissent plus des systemes d'equations 
dislincles. 

28 • 
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1'. Les relations admises (45.), ou H„ = 0, entrainent comme con- 
sequence immediate 

(47.), «',', = g r g, 
En efTet. on peul toujnurs poscr 

»n = g\ g\ , «ij = g\ «» = * ; 

en cherchant ä verifler les relations (45.), on conclut 

«11 = 1 «K — %2 1 «3J = %J '•> 

or on peut encore poser 

g\ - gi ff; = 1 ffj — i 

ffn ffn <73i etant de nouvelles indeterminees; on arrive ainsi aux valeurs (47.) 
Les identites (2.) donnent alors 

(48. ) 2 x'lgi-ra%g2 + x*gi = 0; 
et les identites (8.) conduisent ä 

En ayant egard aux relations (44.), (45.), (47.) et (49.), nous conclurons des 
identites (9.) 

(*•>■)■ = 

apres avoir remarque quo les identites (11.) nous conduisent, d apres (45.;. 
(47.) et (50.), ä 

<«•>. ^Mt&M&X = °- 

2°. En supposant j = i, les identites (12.) donnent, d'apres (45 \ 
(47.) et (49.); 

en supprimant, pour un instant, l'indice 0. Posons 
I egalite precedente devient alors 
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egalite qui a ljeu aussi pour s = r. Faisons-y succossivement »=1, 2, 3, 
et resolvons les trois equations oblenuos par rapport aux -^f=-, on Irouve 
par exemple 



du t , 
dx t 

du„ 
dx, 



dx, 
cun 

du n 



du» 



OXi 

dx, 

Bug 

dx. 



(dE, 



f) r A n9 , 



9* 

9* 

9> 



du. 



dXi 

Bu-n 
dx. 



OXi 

dx, 
dun du 3 i 



dXi dx, 



D'un autre edle, les identites (3.) deviennent, d'apres (47.): 

/ du.i du,i du* \ , 0 x 

^ ( __ + a?J __ +Xj - g _^ m (m-2)g. gi . 

Faisons encoro, dans cette egalite, » = 1, 2, 3 et resolvons les trois equations 
obtenues par rapport ä x t , x,; on a, par exemple: 



(IL) 



dun du, 



dxt 

du?, 
dxi 

du 3 t 



dx, 
du n 



dun 
dii 

dun 



du n dun 
dx, dx t 



*? = {m-2)g, 



du n du 



dxi 
durt 

1 ~dx7 

du 31 



9> 



dxi 



dxt 

duij 
dii 

duu 
dxt 



Divisanl raembre ä membre los egalites (I.) et (II.), nous conclurons une 
relation comprise dans le type general suivant: 



(53.), 



(dH„\ _A 
\dx,h m- 2 



1 x». 



II resultera, en outre, de I egalite ^- = ^f 



xl ' 



La Substitution do cos valeurs dans les identites (12.) nous donnera, en tenant 
corapte des relations (45.), (47.), (53.) et (3.); 

cette egalite donne l'egalile (52.) comme cas particulier. 

3°. Si Ton combine successivement avec la relation (48.) les relations 
(52.) et (54.), et qu apres avoir atlribue ä i et j des valeurs speciales 1, 2 
ou 3, on elimine alternalivement les quantites gf M g s , on sera conduit. 



218 Puinvin, pomU ä dnfini tur let 

apres avoir pose: 

ilf«, = dx J x . ).- x "(^^r) 0 - 

au groope des relalions suivanles: 

(56.), ) If"-^ ,, ^ ^ Jjf f 'U2xM„ 
] 9, 9 t 9, ' 

/ K;\+2x\A,y = k:\-2x\a., ^ a:j . 

' 9, 9t 9, ' 

/ A"' * -f -4.» — /t.i _ A'" — x' Ar? _ A*" -\-x*A,i 
\ 9, 9, ~ 9, ' 

^gi,;, \ ' h r% , -\-x\A r \ _ A?,? -j- /iri — j' A r \ _ h"l'j — x\A,s 
j 9, 9t 9, ' ' 

?. 9, 
Ell lenant compte des relalions (53"".), (54.) et des valears (55 ), on verifie 
facilcment 1'egalite 

(57.) 2 9iK&+&Kl + 9>KZ, - 0. 
4". En ayant egard anx relations (44.), (45.), (47.), (49.), (50A 
(51.), (52.% (54.) et ä I'identite (3.), on döduira des identiles (10.) les valeurs 
suivantes: 

5". Si Ton elimine snccessivement les quantiles g,< g„ entre le* 
deux relations (48.) et (57.), on en conclut fegalile des rapports 

(59 \ x\K'i, — x\K?^ _ x\Kl, — x\K?., __ x'KZ.—xlK?,. _ ^ 
9i 9t 9, 

Nous determinerons la valeur des rapports a>? ä l'aide de l'identite (14 ). 
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En tenant comple successivement des relations (45.), (49.), (50.), (53.), 
(55.), Tidenlile (14.) devient, en supposant, par exemple, * = 2, #, = 3 

la somme $ s'etendant aux combinaisons des Irois indices i, j, k. 

Si maintenant on donne ä r et r, des valeurs parliculieres, et qu'on 
ait egard aux relations (53 bi '.), (58.), (470 et ä ia definition (59.) des u>V, 
on trouvera pour les valeurs cherchees 

(59*), io'i = -( w -l)( w -2)^.<. 

19. Nous allons constaler maintenant que la droite (x',', x,, x'l) est 
une arete de rebroussement pour les deux cönes F et «, et que le plan tangent 
de rebroussement est le meme pour tous deux. 

1°. Dapres les relations (45.), les formules (15.) donnent 

(60.) C; = 0, G! = 0, (?! = 0; 

et comme la quantite H est eviderament nulle, il en resulte pour la valeur 

(30.) de F 

(61.) F' = 0, 

c. ä. d. que larete (x", x,', x 1 , 1 ) appartient au cöne F(x,, x 2 , x,) = 0. 

2". Eu egard aux relations (45.) et (53.), la valeur (16.) des se 
reduil ä 

et comme c" est nul, d'apres Thypothese (46.), il vient 

(62., (£).-a 

En vertu des relations (45.), (49.), (60.) et (62.), les formules (32.) donnent 

«*J (£).-»< 

c. a. d. que la droite (x',', x", x!,') est une aröle double pour le cöne F(x, , x, , x 3 ) = 0. 
3°. Calculons enfin les — — = — definios par les equations (33.). 

D'apres les relations (49.), (50.), et (62.) la valeur (33.) de 
se reduit a 

SC Ö%G * > 
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or, eu egard aux relations (45.), (53.) et (53 b ".), l'equation (21.) nons donne 

a*c, a'g, - / &n u _a^_\ 

* 7 axjxt *' dx,dx, - -^-V"* B Xi dx, Xi dx.dxjJ' 
par suile, d'apres les notations (55.), 

Utk). = 

II dous reste ä determiner les sorames qui se trouvent dans le second membre. 
Posons, pour un instant, 

on a, en outre, d'apres (57.), (48.) et (46.): 

(2".) 0 = g^+toKfr + giKZ,; 

(3«\) 0 = g l xU-g2*i+9 i x°; 

(4°.) 0 = c" = xWl+xW+xWl- 
Climinant d'abord les x< enlre les equations (3".) et (4".), il vient 

\" V »• ,.» ' 



*; *; 



puis eliminant les tf l>r entre les equations (l u .) et (2°.), et tenaot compte de 
l'egalile des rapports precedents, on trouve 

Et enfin, d'apres les relations (59.) et (59 bi \), il vient definitivement 

(64.) S* = + ry + tTsK& = - 0 (m -1 ) (« - 2) g r . < . 

Nous aurons, par suite, pour la valeur (1.) de -q x q—' 

0 etant une quantite dont la valeur est independante des indices i et j. 

Or Tequation des pl ans tangents au cone F(a?,, a?j) suivant l arete 
double (x'l^x'Ux'i) est 

S^Ä). - 0: 

celte equation devient. en y subsliluonl les valeurs (65.): 

x]di t + x)t& + xlt& + 2x 1 x J i£ 3 +2x s x l dl s +2x l x 7 ttl J = 0, 

<>u 

(x^. + x^j + Xj^,)' = 0; 



• 
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ce qui est precisement lequation des plans tangents au cöne w(x,, Xa, x,) = 0 

suivanl l'arele de rebroussement (x',', d\, xl). 

Comme consequence de cette analyse, il resulte qae, dans ce 2 i *"" cas, 
Les deux cönes F(x,,x,,x,) et «(x^x^x,) ont en common »ix arttes coin- 
cidant aeec la generatrice (x',\ x", x,). 

Troisierae cas. 

20. La direetion asymptotique (x 1 ,', xi', a£) est tme ar&te triple pour le 
cöne «(x,,x,,x,); on doit donc avoir 

(66.)j = 0, quels qae soient r et s; 
et, en ovtre, cette droite est une arMe simple du cöne ©(x,, x,, x,) = 0; d'oü 
la relation unique 

(67.), f> u = 0. 

21. 1°. Comme consequence immediate des hypotheses (66.), on a d'abord 

(68.), «i = 0, «',' = 0, «y = 0, d'oü«" = 0: 
(68 bi \), tf" = 0; //«;. = 0. 
Les identites (8.) et (9.) donnent ensuite 

dB 

(69.), 

Bx r dx, 

Les quanütes H rt etant des fonctions homogenes et du second degre par rapport 
aux « r ,, on a evidemment 

( 70 -)> = °; 

et les identites (10.) donnent alors 

2°. Differentiant encore une fois les identites (12.), et introduisant les 
bypotheses actuelles, nous trouverons 

* ' dxi dxjdxk dxj dx t dxi 

Faisons d'abord k=j=i, puis donnons ä * les valeurs 1, 2, 3; les 
trois equalions ainsi obtenues, comparees avec Celles que fournit la relation 
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( f « = °' 

* ( öx r Bx. X ^' 
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lorsqu'on y donne aossi ä s les valears 1, 2, 3, nous conduiront aux relatiou 

(^Kl) (ZlEil.) 

,m \ ^ ^x* ^ t'x* /> V öxf K 

Eu egard ä cos dernieres relations, l'egalite (I) nous conduira, ä I aido 
d'un calcul scmblablc au precödcnt, aux equations 

, t)lM V dx. Bxj /» \ dx, dx } A V fix, dx, /» 
' ■» Zi — Zi " Zi 
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x", x; 



22. Nous allons constater raaintenant que la droite (x',', x!,', xi') est 
une aröte triple pour le cöne F (x,, x M Xj) = 0. 

D'apres les relations (68.) et (70.), les formules (15.) et (16.) donnem 

d abord 

(73.) tf = 0, OfgO.-O; 
et, par suite des relations (68.), (70.), (72.) et (67.), les formules (17.) donneni 

(74.) = 0. 

Les equations (30.), (32.) et (33.) donnenl alors immediatement 

™ (£).=«< &.= 0 - 

En poussant plus loin les calculs on constaterait que les d*F ne sont ni nuk 
ni proportionnels aux «9V L'arcte (x", x", x") est donc triple pour les den 
cönes F et u; par consequent le» deux cöne» F(x,,x J ,x 1 ) et «^„x,./, 1 
ont en commun neuf arMes coincidant aeec la generatrice (x',', x*,', x','). 

Quatrieme cas. 

23. La direction asymptoliqve (xV, xV, x!,') e*/ tme ore/e /r#pfe jwiir 
/e cöne ti(x,, Xj, x 3 ); c. ä. d. que 

(76.) 4 v"„ = 0, quels que soient r et s; 

et est, en mime temps, une arile double pour le cöne c(x,, x,, x,); c. a. d. que 

(77.)* «'.' = 0, ^' = 0, t>y = 0, d'oü c° = 0. 

24. Les relations des n°* 21 et 22 sont applicables ä ce cas; les 
formules (18.) nous donnent en outre, d'apres (77.): 

3*C r 
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el on conclut immediatemenl de l'identite (33.), apres l'avoir differenüee. 



c. ä. d. que la droile (x", x,', x'i) esl une ar£te quadruple pour le cöne F. Douc 
Les deux cöne* F(x 1? x 2 , x 3 ) et « (x M Xj,x,) ont en commm douze 
aretes coincidant avec la generatrice (x',', x", x','). 



1V°. Conclusion gln^ralc. 

25. Nous venons donc de demontrer que, lorsque la surface U possede 
un point double ä rinfini, les deux cones (30.) et (30' \) 

f , (x,,x J ,x 3 ) = 0, m(x ) ,x 2 ,x 3 } = 0 

ont en comraun, en general, *#x arötes coincidant avec la direction asymplotique 
(xV. x',', Xj) correspondant au point double. Lorsque l'arete (x',', x", x'i) est 
triple pour le cöne w(x,, x... x s ) = 0. les deux cones auront en commun neuf 
ou dorne aretes coincidant avec l'arete (x 1 ,', x',', x, 1 ), suivant que celte droile 
est une arete simple ou une aröle double du cöne r(x,,x,. x-») = 0. On sait 
d'ailleurs que les Solutions communcs ä ces deux cönes deterroinent tous les 
points en lesquels la surface asymplote est rencoulree par une droite quel- 
conque, et font, par suite, connuitre Vordre de cette developpable. 

Or, pour (x, = xV, x, = xi'. x, = xy), les equations (10.) §. I de la 
generatrice (d) correspondant a celte direclion asymplotique se reduisent ä des 
identites, puisque les quantites // et G, sont nulles; il n'y a plus, en eflet, 
de plan asymptote, il n'y a plus de generatrice {d) correspondant ä la direction 
asymptotique (x", x", x"). 

Par consequent, le nombre des generalrices ((?), rencontrees par la 
droile arbitrairement choisie. sera egal au nombre des aretes communes aux 
deux cönes F(x,,x,,Xj), m(x,.x 7 ,Xj) et distinetes de Tarete (xy, x%, x*,') ; 
c. ä. d. egal ä 

[i»(3m-5)-6], ou [m(3m-5)~9], ou [m(3w-5)-12] 

suivant quo la direction asymptotique (x',', x,, x"), qui delermine le point double, 
est une arete double du cöne ?<(x, , x 2 , Xj); ou, une aröle triple pour le cöne 
»(xi,Xj,x 3 ) et une arete simple pour le cöne v {x L , x 2 , X3) ; ou, une arete 
triple pour le cöne « et une arete double pour le cöne v. 

29* 
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Donc 

26. Lorsque la surface U a un point double ä tinfini, (ordre 

N = m(3m-5) 

de la turface asymptote est diminue, en gener al, de six unites. Lonque la 
dwection asymptotique, correspondant au point double, est une arUe triple du 
cöne (f m , la diminulion sera de neuf ou de dorne unites suieant que cette 
direclion sera une arHe simple ou une arete double pour le cöne . 

Ces demiers cos se presenteront respeclitement lorsque le cylindre 
osymptote, correspondant au point double, se reduira ä deux plans dont un ä 
dn/ini, ou ä deux plans ä finfini [n°* 25 et 26, 1— partie]. 



§• III. 

Recherche des directions asyniptotiques de la surface asymptote. 

27. Pour les recherches qui noas rcstent ä faire, nous noos placerons 
dans le cas general oü la surfaco proposee V n'a pas de points multiples n finnai. 

Nous completcrons d'abord l'etude precedente en cherchant a deler- 
miner l'influence des aröles doubles du cöne des directions asymptotiques sor 
l'ordre de la surface asymptote, en supposant toujours que ces aretes doubles 
ne correspondent pas ä des points doubles ä Finfini sur la surface U, c. ä. d. 
que cette generatrice du cöne »(x,,^, x,) n'appartient pas au cöne ©(x,,x,,;r,). 

I". Influencc des arfites doubles du cöne den directions asymptotiques. 

28. Considerons une arete (xi', x!, 1 , ag) que nous supposerons double 
pour le cöne w(x,, x,, x 3 ) = 0, c. a. d. que 

(79.) «■; = (), «^' = 0, ^' = 0, d'oü «" = 0; 

et admettons, en outre, que cette arete n'appartient pas au cöne r(x,,x,,x,)=0, 
c. ä. d. que 

e" ^ 0. 

Nous aurons a examiner deux cas: la droite «, «ä,«") est une aröte double 
ordinaire du cöne «(x,, x 2 , x,), ou eile en est une aröte de rebroussement. 



I 
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(80.) 



Premier cas. 

29. La direction asymptotique (xY,ag,*y) est une arite double du 
cöne t»(x,, x,, x s ), c. ä. d. que 

4 = 0, 14 = 0, 4 = 0, d'oü «" = 0, 

et // r ü , 5! 0. 

Les relations du n". 15. sont applicables ä ce cas. D'apres (35.), les valeurs 
(15.) des G> sont 

(81.) (GX = K(m-i)o»; 
et, eu egard ä ces vaJeurs et ä In rolation (34.), l'equation du cöne (30.) devient 

a, x? A, 

F(*V,xS,*S)= (h x? L, (m-l)© u = 0, 
a, xy 
car i r = tox"; 

donc ie cöne F(x,,x,,x,) passe par I'arele double (xj, x»,Xj). Nous cal- 
culerons plus loin les \-^) et nous constaterons que Ieur valeurs sont dif— 
ferentes de zero. Ainsi 

Les cönes F(x l ,x 2 ,x J ) et «(x,,Xj,Xj) ont en comnutn deux aretes 
coincidant avec tarite (x'i, xi 1 , xi'). 

Deuxierae cas. 

30. La direction asymptotique (xV, og, x'i) est une artte double de 
rebroussement pour le cöne w(x,,x,,x,); c. ä. d. que 

4 = 0, 4 = 0, 4 = 0, d'oü «° = 0, 
et ü " = 0, quels que soient r et s; d'oü //" = 0. 

Les relations du n°. 18 sont applicables ä ce cas. D'apres (45.), les valeurs 
des G r sont 

(83.) G t = 0; 
il en resulte immediatement F' = 0. On a, en outre, (20.) 

ÖG, dG.\ / dHu dB* 



(82.) 



(84.) 



d'apres (53.) = [i^(xU'-*W] = 0; 
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alors, cu egard aux relalions (49.) et (84.), la formule (32.) donne 

( vx, \ ®' 

Donc, la droite x' 2 J , Xj) est une arete double pour le cone F(x,, x 2 . x, , -0. 
Nous calcalerons plus loin les ( .. d - * ) el nous conslalerons que leurs va- 

1 N CX, OX, /o 1 

leurs sont diftercnles de zero. Ainsi les cdnes F(x, . x 2 . x,) t*f m(x,,i,.j; 
o»/ en commm q untre aretes eoincidant arec la droite (x", x'\ x'j'). 

CUDClllSiOD. 

31. Dans fhypothese acluelle «" = 0; par suilc, les equalions (10. : § I 
de la generatrice (it) se reduisent ä la seulc equution 

t - 0, 

laquelle represente le plan ä finfini; c. a. d. que le poinl d'interseclion icor- 
respondant ä la solulion x", x'\ x") de la droile arbitrairement choisio av« 
la surface asymptole sc Irouve sur uue droile ä finfini. Donc une droile 
quelconque renconlre la surface asymptole en deux points ou quatre poinb 
coincidnnts et situes sur le plan ä finfini, suivant que la direclion asyroptoliqcf 
cnnsideree est une arele double ou une arete de rebroussemcnt du cuiir 
«(x,,x 7 ,Xj); par suite, le plan ä l'infini fait partie de la surface asymptolf 
II reste donc 

[m 3m -5) -2] ou [m(3«i-5) -4] 
generatrices proprement diles rencontrees par une droite arbitrairement choiäe 
Ainsi : 

Lorsque le cone (« ou tf S) possede une arete double ou une arele dt 
rebroussemeut ne correspondant pas ä im point double n finfini de la snrfoti 
U. Vordre de la dereloppable asymptole se troure diminue de deux o* 
quatre uniles, si ton fait abstraction du plan ä finfini. 

11°. Recherche des directions aaymptotiques. 

32. Les points u finfini sur la surface asymptole ne peuvenl provenir 
que des points situes a finfini sur ses generalrices a dislance finie. ou der 
points sur les generatrices a finfini. lesqiiellcs correspondont aux areles din- 
flexion du töne m(x,. x 2 . x 3 ) ou ä ses areles doubles. car dans ce second c»> 
le plan asymplote est li finfini. 

Les goneratrices du cöne des directions asymploliques de la surfa« 
proposee U fournissent un premier Systeme de directions asymploliques p<w 
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la surface asymptote; car ä une arele du cöne «(i n ^,i,) correspond uno 
generatrice parallele de la surface asymptote et une seulc. 

Mais lelude des aretes d'inflexion et des aretes doubles du cöne 
«(x,,X3,a;j) ou tf m va nous permeltre de constater l'existence d'autres systemes 
de directions asymptoliques pour la surface asymptote. 

Premier cas. Aretes d'inflexion. 
33. Supposons que la droite (x,', x",x 3 ') soit une arete d'inflexion du 
cöne u (x, , x 2 , x 3 ), de sorte que 

(85.) u(x" lJ x^,x'i) = 0 et ff' = 0. 

Cherchons l'intersection de la surface asymptote par une droite quelconque 
parallele ä tarite (fiaflexion (x, 1 , x,', x,') , savoir (y4,, -4 2 , A y etant des con- 
stantes arbitraires) 

(86.) ^-/M^szfti. 
x , x t x % 

Le nombre des generatrices (tf) rencontrees par cette droite sera egal au 

nombre des aretes communes aux deux cönes 

x? x, Gt+AJl 

xV Xj G%-\- A i // 

x» Gt+AtH 

Nous allons donner de suite les developpements de la fonction F et de ses 
derivees, developpements qui nous seront utiles pour ce cas et les suivants. 
On a dabord 

(87.) F 1 = (x^x J -^0((? 1 +^ I H) + (x^ l -x^)(<? 1 +^ J iy)+(xVx l - a *c l )(ö 1 +^ J tf). 
Posons 

3%Gj — x , 3 , (j' 2 = ä,, / ß, = x%A 3 — x"Ai, 
x, , (? 1 -^0 J = JS: j , U^xUt-tfA*, 
x u t G> -xätf, = ß„ U = xJ^-xi'A; 



(87.) F,(x, 



= 0, (87 b -.) u(x l ,x?,x J ) = 0. 



(88.) 



on aura nlors 



puis: 



(90.) 



8H 



8Ej 
dx, 



dx. 



dH 



Digitized by Google 



228 Point)!», poinU ä Cinfini sur Um turface* alycbriques. 

et enßn 



dxi dx } dXk 

(9..) { Sm x ,-^ ) ( 11 ™^ +A ,^™ s --) 

5'E t B'E, a% ß d'ff g d'H ß d'B 

' dXidxj dxjöxt dxidxk dXiSx, ^ öxjdx k ^' Bx,öx k 

34. Revenons ä la question. Ii est d'abord visible que Partte 
(x',', Xj) appartient au cone (87.) F,(x,, x,, x s ) = 0. 

Nous allons demontrer, en outre, que les deux cones F, et « se toucheol 
suivant cette gen6ratrice commune. 

En effet, faisant x, = x", x, = xi', x, = *y, et ayant egard aux relations 
(85.), les equations (88.) et (89.) donnent, par exemple, 

(^), = «flt—50!. 

Or ttdentite (12.) §. I- el 1"" des relations (85.) donnent 

i^Gl+tWl+ttlG; = 0, 

K'a'.'+^+W = 0. 

Par felimination successive de t»', 1 , t/ 3 ' ces deux egalites conduisenl a 

x;g;-x;g; _ x\g\-x\g\ ^ x \g\-x\g\ 
< «; «: 

D apres ces dernieres relations et les vaieurs ci-dessus des (^f)^ on voit 
que Teqnation 

-(^).+-©+-(ir). - o 

du plan tangent au cöne F,(xi,x 2 ,Xj) suivant Tarete (x',', x,', Xj') devient 

x 1 « , 1 , -|-x 2 « , ^ '+^rJ« < J , = 0; 
c'est precisement Tequation du plan tangent au cöne tt(x,,Xi,x 3 ) suivant cette 
meme arete. 

Les deux cönes (87.) ont donc en commun larete (x',', «5, x,') et sc 
touchent suivant cette arete; par suite, ils nWont plus en commun qoe 
[m(3m-5)-2] autres aretes distinctes de lWte (s?, xV) ; mais, ä ane 
arete dinflexion correspond, en general, pour la surface asymptote une droUe 
ä finfini dans le plan asymptote parallele au plan d'inflexion du cöne 

«(X,, X,, Xj). 
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Par consequent: Une droite quelconque parallele ä une arile tfinflexion 
(x 1 , 1 , xi', x'i) du cöne de» directions aaymptotiques, c. ä d. passant par le point 
ä finfini 

('■) §--3-- 

tve rencentre plus la surface asymptote quen [m(3m— 5) — 2] poöi/« distincls 
du point oü eile rencontre la generatrice ä finfini; par suile, eile rencontre 
cette generatrice ä rinfini en deux point* coincident»; donc le point I ä l'in- 
fini est un point double de la surface atymptote. 

Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas oü la 
generatrice (<J), correspondanl ä une arlle dinflexion, est ä distance finie. 

35. Imaginons maintenant une droite quelconque 
x, — A,t _ x t — A t t _ x % — A,t 
«i ~ «t ~ «, ' 
situee dans le plan asymptote 

qui correspond ä l'arele d'inflexion (x'i, xi'); de sorte qu'on a les relations 

iu(x , l,x2,x'Ö=0, #" = 0; 
(92.) aX+a^'+a^O; 

( Aiu'l + A^+AjtÜ+e" = 0. 

Le nombre des generatrices de la surface asymptote rencontrees par la droite 
en question sera egal au nombre des areles communes aux deux cones 

a, x, G t + A,H\ 

a, Jtj Gj + ^Äj =0, h (xi , x 2 , x,) = 0 ; 
a, Xj Gj + AiH 

equations dont la forme est identique ä celle des equations (30.). 

Ces deux cones ont en commun farete (x 1 /, xj, Xj) ; car si, apres avoir 
remplace x t , x,, Xj par xi', x^', x'i dans l'equation du cöne F, on mulliplie 
les colonnes du determinant respectivement par W,', «!,', «y, et qu'on les ajoute 
en ayant egard aux relations (12.) §. I. et (92.), il 

a, x? or+^,ir» 

a } x'i Gj' -f -^a H° 



F(x,,x,,x,) = 



quantite evidemment nulle. 



0 0 



0 
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Cherchons maintenant le plan tangent au cöne F(x, , x, , Xj) suivant 
Tarnte (xj, x!J, xi 1 ). L'equation (32.) donne, en y snpposant x, = x" et en 
tenant corapte des premieres relations (92.), 

( (H7). = 

(I) (l£r\(<hi!h<hx!)+ (||j-) a (a J xy-a 1 xi')+ (^-\(orf-*J!) + 

Or, des egalites (92.) 

1 a.aj + Ojui'-haja^ = 0, 

t xX'+ a%d;+ *x = /=o, 

on conclut, en eliminant alteroativement 

(93.) " : 

A,( a ,x:-a,Q-i-^ 1 (o,a ! ;- a , ag ;)+^,(a,x:-a, g :) . 

D'apres cela, eu egard ä la 3*"* des relations (92.), la valenr de (-gg-J^ 
devient 

(*••) (£). = ^-*<*M<%)+<%)+*&) 

Mais les 1*'" des relations (92.) et l'identite (12.) $. I. donnent encore 

i4Gi+4W+4Gi = 0, 
\$a l + $a l -f-^a, = 0; 

d'oü Ton conclat 

(95.) S^ =!L ^ = ! h <^ = ,, 

"l u * "*» 

D'un autre cöte, si, dans les equations (16.), on fait r = l, 2, 3, pais x 4 = «If 
qn'on ajoate apres avoir multiplie reapectivement par itf, a£, «3, en tenant 
compte des identites (7.) et des 1*"* relations (92.), on trouve 

'Vo*/o \o*|/i vöXj/» L "V ' dXj ' oa* d*; AI, 7 
egalite qoi, d'apres les identites (8.) et les 1***' des relations (92.), devient: 
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ou enfio 

(96.) = ,(*). 

En vertu des relations (96.) et (95.), la valeur (94.) de (~) sera en definitive 

(£■). - 

D apres cela, le plan tangent au cöne F(ar„a; I ,x,) = 0 suivant l'arele (x^x^) sera 

xX'+^+x,«',' = 0; 

les deux cönes F (x M x,, x,) et « (x, , x, , jt,) se touchent donc suivant cette 
arete; par consequent, ils nauront plus en comimin que [m(3m— 5)— 2] 
autres aretes. 

De lä nous concluons que 
Une droite, dtrigte <fune moniere quelconque dam le plan asymptote 

(P) x.tf+x^ + xX'+fc'' = 0 

correspondant ä une arete dUnflexion du cöne des directions asymptotiques, 
rencontre la surface atymptote en deux points comcidents sur la droite ä 
Vinfini situee dam le plan {P); le plan (P) touche donc la developpable 
asymplote tout le long de la droite ä Cinfini 

x 1 « , ;+^^+ar J «y+/p ,, = o, / = 0. 

J'ajoute que cette droite ä Cinfini nett pas, en general, une droite double de 
la surface atymptote. 

Car, pour qu'il en füt ainsi. il faudrail qu'une droite quelconque pa- 
rallele au plan (P) (et non pas seulement situee dans le plan P) renconträt 
la surface en deux points coincidents. Or, dans cette hypolhese, la 3""* des 
relations (92.) n'aurait plus lieu; et, eu egard aux relations (93.) et (95.), 
■g^-J prendrait la forme 

Les conslantes A,, A 2 , A s etant completement arbitraires, le second inetnbre 
i)o peut pas se reduire ä son premier lerme, puisque les v, ne sont pas nuls. 

36. Remarque. Dans une analyse precedente n°* 29., 30. et 31. 
nous avons admis, pour tirer nos conclusions, que la generatrice (<f) de la 
surface asymptote, correspondant a une arete d'inflexion, se troutail ä Cinfini; 
c'esl, en effet, le cas general. Mais il peut arriver, dans des circonslances 

30* 
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tout-ä-fait particulieres, que la generatrice tout en restant parallele a la 
direction asymptolique consideree (x',\ x". x 3 . et dans le plan asymptole {P\ 
correspondant ä cette direction, se trouve ä distance ßnie. 

Dans le cas generale nous ävons pu conclure que le plan (P) etait 
tangont ä la surface asyraptote tout le long d'une droile ä Pinfini situee dan* 
ce plan; et, par suite, une droite quelconqne parallele « ce plan sera ne 
direction asymptotique de la surface asymptole, puisque cette droite passe par 
un point ä l'infini silue sur la surface asymplote. 

Mais, dans le cas exceptionnel oü la generatrice (tf) est ä distance 
finie, le plan (P) ne touche plus lu surface asymptole qu'au point ä Finfini 
situe sur la generatrico (J); et, par suite, il n'y a pas d'autre direction 
asymptotique que farete d'inflexion correspondante v x^, x'j, xi'). 

Si nous considerons les equations (10.) §. I. d'une generatrice (&} de 
la surface asymptole, 

x; - x: - x; ' w - u ' 

x.w'.'+xji^'-f X3^+/e" = 0; 

on voit que, pour une Solution (x',', x'^x'i) du Systeme 

//(a; 1 ,x i ,j,) = 0, w(x,, x 2 , x 3 ) = 0, 
les equations precedentes donneront une droite a l'infini, tant qu'une des 
quanliles x', 1 , x,', x'j ne sera pas nulle. 

Si Ton suppose, par exeinple, x,'=0, les equations precedentes dönneraient 
une droite ä distance finie, si les fonctions H, (?,, G,, G s elaient de la forme 

// = H'x, , Gi — G\ x„ G 2 = Gixj, G, = ; 
et alors, aux aretes d'inflexion fournies par les equations 

x, = 0, «(x l ,i„0) = 0, 
correspondraient, sur la surface asymptole, les m generatrices a distance finie 

j /f,;x J + f7 J "/ = 0, 

equations dans lesquelles l'indice 0 indique la Substitution des valeurs x, = 

X> = x,', x s = 0. 

Deraieme cas. Aretes doubles. 
37. Nous allons etudier, au ineme point de vue, les aretes doubles 
dn cdne u(x, ,x,,x,). Remarquons neanmoins que la presence des aretes 
doubles est un fait particulier, eile n'a pas Heu dans le cas general. 
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Supposons que Ix',', x'.!, x£ soit une arete double ordinaire du cöne 
«(x,.x 7 ,x,); les relations du n°. 15 seront applicables ä ce cas. 

Cherchons fintersection de la surface asymptote par une droile quel- 
conque parallele ä f arete (x',\ x". x'i i ; le nombre des points d'intersection sera 
egal au nombre des aretes communes aux deux cönes (87.) c. ä. d. F, et «. 

L equalion (87.) est evidemment verifiee lorsqu'on y suppose x, = x", 
Xt = x", x, = x'ir les deux cönes ont donc en commun Parete (x',\ x4\ x'j). 

Eu egard aux relations (35.), les valeurs (15.) des G r prennent la forme 

(97.) G, = i. r (m-i)t", et x, = wx':. 

Par suite, les E, (SS.) sont nuls; et alors d'apres (34), les formules (89.) 
donnent 

(£) - 

donc faröte consideree est aussi double pour le cöne F, (x, , x, , x 3 ) = 0. 

dx dx ~) (P our 

x, = x") 8e reduisent ä 

( __(»+*£). 

\ dx t dxi /» Vor, w/o 

Or, d'apres (35.), les valeurs (16.) devienncnt 

On aura donc, par exemple, en se rappelant que A, = cox? , 

Si maintenant, on tient compte des relations (39.), on conclura de la: 

(f +SX - - 

ainsi 

^ <3x<öx, /« 

L'arete (x',', x4', x") est donc une arete triple pour le cöne F(x,, x,, x,) = 0; 
eile est, en meine temps, une arete double pour le cöne «yx,, Xj, x,) = 0. 
Par consequent 
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Les deux cönes (87.) F, et u ont en eomtuun six aretes coincidanl 
avec Carite (ajf^.aS). 

38. Dapres les calculs fails dans le n°. 29, on a coacio qu'une droite 
taut -ä- fait arbitraire rencontrait la surface asymptote en deux points ä Tin- 
fini, et, par suile, le plan ä l'infini fail parlie de la surface; c. a. d. que 
lordre de la surface asymptote se trouve diminue de deux nnites, si I*on fait 
abstraction du plan ä Tinfint. 

Or, il resulte du calcul precedent qu'nne droite qnelconqne parallele ä 
Carito double («V, xJ,', x 1 ,') rencontre la surface asymploie en six poinls ä fin- 
fini; et, si Ton fait abstraction du plan ä l'infini qui donne deux points poor 
une droite quelconqne, on en conclut que 

Une droite quelconque parallele ä Cortte double (xV, 3%) du cdme 
u(x„x^x 3 ) rencontre la surface asymptote en quatre pointt coincident» ä 
C in fini; le point d finfini correspondant est donc tri» point quadruple pour 
la surface asymptote. 

39. Lorsque larete (x",o^, x?) est une arete double du cöne u(x, ,x,,x,), 
nous avons vu n°. 29 que. si Ton cbercbe les intereeclions de la surface 
asymptote avec une droite tout-ä-fait arbitraire, les deux cönes F(x, ,x,,x,) 
et ti(xi,X},x 3 ) (30.) ont en common deux arötes coincidanl avec la genen- 
trice (xi',x^,X)'); car cette droite est une aröle double pour le cöne «(x 1 ,x 3 ,x,) 
et simple pour le cöne F(i,,ir„x,). Nous allons maintenant etudier le cas oü 
la droite est parallele ä tun des plant tangents au cöne «(x n x?,Xj). 

Nous completerons d'abord l'analyse du n". 29, en calcnlanl, pour ce 
cas, les valeurs des (J-^-) (32.). 

D'apres les valeurs (96.) et (97.), et la relalion l r = (ox , ' t on a, par 
exemple, 



et, si l'on a egard aux relations (39.), on trouvera, apres quelques reductions 



facües: 
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Coosiderons maintenant l'equation des plans tangents au cone »(x,,x,,Xj) 
suivant l'arete double (x", xV, x"), cette equalion est 

L 'equalion da plan langen! au cöne F ou (30.) suivant cette meine arete est 

ou, d 'apres les valeurs (99.): 

(T) x,(a,J-y-a } xy) + x J (a l x', l -o 3 x , ;)4-x 3 (a 3 xy-a l ^) = 0. 

Or, si Ton suppose la droite (29.) parallele ä un des plans Q, le plan tan- 
gent au cöne /"(x,, x 2 , ./•,) suivant l'arete (x", x',', x,) se confondra avec 
ce plan Q. 

En effet, eu egard aux relations (35.), 1 equalion des plans Q peut s'ecrire 
«,x, + «i; i x 1 +<x J ) 1 +a»{xyx I -x , 'x,) J = 0. 
Considerons, par exemple, ie plan 

et supposons que la droite de direction (a^a,,^) soit parallele a ce plan; 
on aura 

on a, en outre, 

.0 JJ 1 _]U JJ 1 —O.II JU a 

puisque l'arete (x^xj, x,') est une arete double. 

Ces deux dernieres egalites pourront s'ecrire: 

U<+x£i&+xX, = 0. 
Eliminant successivement t&, <j, on en conclut 

J <> a t x\-a t x\ ' 

La Substitution de ces valeurs dans l'equalion du plan (#*) conduit precisement 
ä l'equalion du plan (T). 

Donc le plan langent au cone F{x, , x, , x 3 ) se confond avec un des 
plans tangents au cone «(x,,x t ,Xj) suivant l'arete double (x 1 ,', x*,', x5f). Par 
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conscquent, pour une droile quelconque (»,,«,, a 3 ) parallele ä Tun des plans 
Q, ces deux cönes ont au moins en commun trois aretes coincidant am 
l'arete double (x\ , *!,', x§. Delä nous concluons que: 

Une droite quelconque. parallele ä Tun des plans tangents suivant 
l'arete double (-r',' , x" , J"!»') rencontre la surface asymptote au moin9 en un 
point ä rinfini, si Ton fail abstraction des deux points situes sur le plan a Vin- 
fini qui appartient ä la surface. 

Donc, lorsque le cöne u(x t , x 2 . x 7 ) ou q>„ possede une arete doubl? , 
les droile» parallele» aux plan» tangents ä ce cöne suieant f arete double tont 
des dhrections asymptotiques de la surface asymptote ; cette surface doit, par 
suite, conlenir ä Cinfini deux droites respectkement situees dans des pltm 
paralleles aux plans tangents suivant tortte double. 

Troisieme Cas. Aretes de rebroussemenl. 
40. Supposons maintenanl que (j V, j'U *S) soil une arete double dt 
rebroussemenl du cöne «(x,, x 3 , x 3 ); les relations du n°. 18 sont applicable* 
ä ce cas. 

Cherchons ttntersection de la surface asymptote par une droite quel- 
conque parallele ä l'arete (/,'. j','); le nombre des points d'intersection 
sera egal au nombre des aretes communes aux deux cönes (87.) c. ä. d. ¥ x et ». 

L'equation (87.) est evidemment verifiee lorsqu'on y suppose x, = xi'. 
j'j = j'j, x J = Xj'; les deux cönes ont donc en commun l'arcle (x*,', x", xj). 

En tenant compte des relations (45.), (53.), (53'"".) les formales (15 
et (16.) donnent 

(100.) ) (de ,s _»>-i A , 

On conclut alors des equations (87.), (88.), (89.), en y introduisant les hypo- 
theses = 

Fr = 0; 

donc l'arete consideree est aussi double pour le cöne F,(x,, x,, x 3 ) = 0. 

Eu egard aux relations (100.), (49.) et (53 bu .) les equations (90.) donneit 

( öx,öxj \ ~ ^' 

La generatrice (*y, x'^x!,') est donc une arete triple pour le cöne F,(x,,x I ,x,)=0 
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Eniin, dans Thypolhese actuelle, la valeur (91.) de c'F, se reduit ä 

f d*F, \ r d'£, d*K, d% \ . 

>> dx,dxjdx k K \ dxidxj dxjdxt dxidxj, K * 

et, en faisant usage des notalions (55.), on trouve facilemcnt: 

D apres cette valeur, lequation des trois plans tangents au cöne F,(r„ x„ ar,) 
suivant l'arete triple («V, «S) sera 

(102.) S*<*/*»[^*3+*£+*?0] t = 0. 

A l'aide des relations etablies dans le n". 18, on peut arriver ä transformer 
le premier membre de celle equation et ä mettre en evidence le facteur 

lequel, egale ä zero, donne precisement les deux plans tangents confondus au 
cöne «(x,,!!,!)) suivant larete de rebroussement (-r',', x", x'j). On peut aussi 
verifier le fait, et cela tres-rapidement, en prenant l'arete de rebroussement 
pour un des axes de coordonnees et le plan tangent de rebroussement pour 
un des plans coordonnes; je supprimerai les details de cette verification. 

Donc Tarete (x", x", -t',') est triple pour le cöne Fi et double pour le 
cöne «; en oulre, deux des plans tangents au cöne F, coincident avec les 
deux plans tangents au cöne u; nous conclurons de lä que: Les deux cönes (87.) 
F, et m 0«/ en commun huit arites coincidant avec la generalrice (xV, x^,', x','). 

41. D'apres les calculs faits dans le n°. 30, on a conclu qu'une droite 
tont- ä- fait arbitroire rencontrait la surFace asymptote en quatro points ä 
l'infini; et, par soite, le plan ä l'infini fait partie de la surface: c. ä. d. que 
(ordre de la surface asymptote se trouve diminue de quatre unites, si Ton 
fait abstraction du plan ä l'infini. 

Or, il resulte du calcul precedent qu'une droite quelconque parallele ä 
farite de rebroussement (x',', x", x") rencontre la surface asymptote en huit 
points ä l'infini; et, si Ton fait abstraction du plan ä l'infini qui donne quatre 
points pour une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quelconque parallele ä farite de rebroussement (a^', x,, x'i) 
du cöne «(x^Xj,*,) rencontre la surface asymptote en quatre points coin- 
cidents ä finfini; le point ä Hufim correspondant est donc un pomt quadruple 
pour la surface asymptote. 

Joumftl fflr Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 31 



- 



Digitized by Google 



238 Painvin, points ä Onfini sur les swface* algibrimiex. 

42. Lorsque Parkte (x'j, x',', x") est une aröte de rebroussement da cöne 
m (x, , x, , x s ), nous avons tu [n°. 30] quo, si Ton cherche les intersections de la 
surfaco par une droite tout-ä- fait arbitraire, lesdeux cönes (30.) F(x,, x,,x,) 
«I «(x^x^Xj) ont en common quatre aretes coincidant avec la generatrice 
(X*, 1 , «V, xV), car celte droile est une arete double pour les deux cönes 
F(x,,j- 3 ,j,) et tt(x,,x,,Xj). Nous allons maintenant etudier le cas oü la 
droite est parallele au plan de rebroussement du cöne ti(x,, x a , x 5 ) = 0. 

Nous complelerons d'abord l'analyse du n°. 30 en calculant, pour ce 
ö'F 

chs. les valeurs des '^ x ,^ x ; 

(33). 

Dapres les relations (49.), (50), (21 ), (45.), (53), (bS h '\) et (55.), 
les equations (33.) donnent 

< 103 -) (ö^kl = ««(^^.)«+^(^.^+^(^.^-(^+®; 

Represenlons respectivement par M\\ MV, M", Af", Af r JI , M", les valeurs 
des rapports egaux dans les relations (56.) et (56 bi '.) ; puis remplacons les K r> , 

ö'F 

par leurs valeurs exprimees a l'aide des M r . Pour calculer -g^r, parexemple, 
remarquons qu'on a d'apres celte nouvelle notation 

on a en outre, d'apres (31.), (16.), (53.) et (53 bi \) 

- - 5Er'4?-<*«!- 

La Substitution de ces valeurs dans Tegalite (103.), ou Ton fcra i=j, conduit ä 
I - («^,+ a I ^+a J ^)ir:Jf:'-2^^e 1, -^(« 1 xy-a J xy); 

= («^.+ «->^+fl J ^)irrif»-2^^r^^(« I x! [ '-« 1 xV); 

les deux autres valeurs s'obtenant par un calcul semblable. 

En se servant des memes relations et des mömes formales on trouvera 

encore: 
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v öx t dx, K 

(a^.-f ßM^jW-^r" (fl.a-y-a,*';) + ^ (ajX'.'-a.x;') J ; 



(104 b '\) 



\ ox, aar, 'o 



V dx, dx t '» 

Considerons maintenant l'equation du plan tangcnl au cöne «(^.j 1 ,,/,) suivanl 
Faröle de rebroussemeot (x 1 /, x£, xy); cetle equation est 

(ß) 01*1 +01** + 0J*J = 0. 

L equation des plans tangents au cöne F ou (30.) suivant celte meine aröte est 
ou dapres les valeurs (104.) et (104 b ".) 

(^) < +(^y.+^-r.)*.«3+(^-7,+4fr.)«.^ 



cn posant 



(105.) 



OjX'i — OjX", 



y 3 — OjX, — «|X 3 , 

.0 



y s = a l x i — flhx, . 

Or si Ton suppose la droite (29.) parallele au plan (ß), un des plans tangenls 
(T) au cöne F(x,,Xj,x 3 ) suivant l'aröte (x,', xV, x'j) se confondra avec le 
plan (ß). 

En effet, la droite de direction (a,,<h,03) devant etre parallele au 
plan (ß), on aura 

(106.) a,<7, + 0,^+^03 = 0; 

31* 



240 



Point in, points ä finfini sur les surface» algtbriques. 



on a en outre, dapres (48.), 

x'lgt + aZgi + r'igi - 0. 

D'oü Ton conclut, en eliminant alternalivement les g,: 

Eu egard aux relalions (106.) et (107.), lequation des pians T devienl: 

equalion qui pent s'ecrire 

Donc un des plans tangents an cöne F (x,, x,, x 3 ) se confond avec le plan 
langent de rebroussement au cöne «(x,,^.^) suivant l'arete (x", x", x',')- 
Par consequent, ponr une droite qnelconque parallele au plan de rebroussement 
(Ä), ces deux cönes ont en commun au moins cinq aretes coincidant avec 
l'arete double (x',\ x", Xj'). De lä nous concluons que: 

Une droite qnelconque parallele au plan tangent de rebroussement ren- 
conlre la surface asymptote au moins en un poinl ä Pinfini, si Ton fait abstraction 
des quatre points situes sur lo plan ö l'infini qui appartient ä la surface. 

Donc, lorsque le cöne «(xi,x..,Xj) ou <p m possede une arete double, 
le$ droite» parallele* an plan tangent de rebroussement tont des dWectiom 
asymptoUques de la surface asymptote; cette surface doit, par utile, conlenir 
a finfini une double droite dans un plan parallele au plan tangent de re- 
broussement. 

Resoroe. 

43. Donc, en definitive, les directions asymptotiques de la surface 
asymptote sont 

1°. Les generatrices du cöne «(ü,,*,,«,) ou <p m x,y, s); 
2°. Des droites quelconques paralleles aux plans langents d'inflexion du 
cöne (p m ; 

3". Des droites quelconques paralleles aux plans tangents suivant les 
aretes doubles, lorsque le cöne <p m possede de telles aretes. 
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§. IV. 

Determination des termes de degre N et (W— 1) dans 
l'equation de la surface asymptote. 

Nous reprendrons, dans ce dernier paragraphe, les notations que nous 
avions adoptees dans ia premiere partie. 

1°. Recherebe des termes de degre A' et (N— 1). 

44. Pour delerminer la forme des termes du degre le plus eleve dans 
l'equation de la surface asymptote, nous nous placerons dans le cas le plus 
general; c. ä. d. que nous supposerons que la surface U n'a pas de points 
doubles ä l'infini; de plus, nous admettrons que le cöne (p m (x,y,t) n'a pas 
d'arötes doubles, et que les generatrices (tf) correspondant ä ses aretes d'in- 
flexion sont toutes a l'infini. 

Nous savons que le degre de la developpable asymptote est, dans le 
cas general, 

(1.) N = m(3m-5). 
Or nous connaissons les directions asymptotiques, qui sont d'abord les genera- 
trices du cöne <p m des directions asymptotiques; par consequent, les termes 
du degre le plus eleve en x, y, s, dans l'equation de la surface asymptote 
doivent contenir comme facteur la fonetion <p m (x, y, a). 

Nous savons, en second lieu, qu'il y a sur la surface asymptote 
Am(m-2) droites a l'infini, lesquelles sont les interseclions du plan ä l'infini 
avec les 3m(ni-2) plans asymptotes respectivement paralleles aux plans d'in- 
flexion du cöne des directions asymptotiques [n°*. 34 et 35]. Ainsi, la droite 

— ^= = — 
a b c 

etant une arete d'inflexion du cöne <f m (x, y, »), la surface asymptote contiendra 
la droite ä l'infini 

t = o. 

Par consequent, les termes du degre lo plus eleve dans l'equation de la sur- 



face asymptote contiendront [n°. 10, 1*" partie] en facteur la fonetion lineaire 



et ainsi des autres. 
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Donc, en designant par ${x,y,i) le produit des premiers membres 
des equations des 3m (m— 2) plans d'inflexion da cöne y.(x, y, »), les termes 
du degre le plus eleve, dans l'equation de la surface asymptote, devront con- 
lenir en facteur l'expression 

v«( x >y> y> *)» 

mais cette expression est du degre [m-\-Sm(m—2)] on N, eile constitoe dooc 
l'ensemble des termes du degre le plus eleve dans l'equation de la surface 
asymptote. 

Ainsi. en designant par {a iy b,,c t ) les solulions des deux equations 

c) = 0, 

dy» <sy. o'y, 

öci* ctacit» ö'atJc 

o*y« dV« dy, = q. 
dy, c?y. ay, 

<3ccia o'cöfr cc* 
puis, posant 

w A >~ dar B '~~öbT' C< -~^T' 

fexpression 0(x,y, ») sera definie par 1'egalile 

'M oü p = 3m(m-2). 

La fonction 0(*,jr,») pourra sobtenir en eliminant a, b, c entre les im 
equations (2.) et la suivante 

L'equation de la surface asymptote J sera donc de la forme 

(6.) (J) 9(x, 9 ,») + lv(x, 9 ,*)+e X {*,1,*) + - = 0, 

en posant 

(7.) y = y, »).«(*, jf, »); 

la fonction y (x, y, ») est homogene et du degre N. 

45. Les directions asymptotiques de la surface J sont, outre lc< 
generatriccs du cöne y„(j, y, s), des droites quelconques paralleles aux dif- 
ferents plans tangents d'inflexion du cöne <p m ; et, en outre, il resulte de I« 
conclusion du n°. 35 que, si Ton considere une droite quelconque parallel« 
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au plan langen t d'inflexion 

Je plan asymplote de la surface J sera, quelle que soit la diroction de la 
droile, le plan asymptote de la surface U correspondant ä la direclion asympto- 
lique («, , b, , c.), savoir 

Celle remarqne va nous servir pour delerminer la forme de la fonction ip(x,y,s). 

46. Soit d'abord (a,ß, y) une direction asymptotique du cone <p m {x,y, *), 
c. ä. d. que 

(8.) 0. 
Celle droile est aussi une direction asymptotique de la surface J, et le plan 
touchant la surface J au point ä l'infini sur (a, ß, y) , ou le plan asymplote 
de J , n'est autre que le plan asymptote de la surface U correspondant ä la 
direction (a, ß,y), c. ä. d. 

Exprimons que le plan asymptote de la surface J (6.) et correspondant a 
(«, (i, y), savoir 

coincide avec le plan (9.), quelles que soient les valeurs de «, y, satis- 
faisant ä la relalion (8.)- 

()r, d'apres la definition (7.) de tp 



(10.) 



l dx 










») ^ + a y » 









d'oü Ton conclut, eu egard ä la relalion (8.): 

£-»(«,Ar)£, £-»CAr)^. f -»<«.Ar)^- 

Le plan asymptote de la surface correspondant ä (a,/9,y), a donc pour equation: 
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Ce plan doit coincider avec le plan (9.), c. ä. d. que, pour loutes les valeurs 
de a, ß, y °. ui verifienl la relalion (8.), on doit avoir 

fl, r) = e K a , ß, r) • (*, y)- 

En d'autres termes, si nous considerons les deux cones 

V- = 0, 
V(*»Jf*») — *( a? >!f>»)'9'— i(*>Jf>») = °? 
toules les aretes du 1" cöne doivent dtre situees sur le second; ce qui exige 
qu'on atl l'identite 

(11.) y(x,y,*) = $ ( x >y>*)<f— + 
Y(x, y, s) etant une fonction indeterminee homogene el du degre [3m(m— 2)-lj. 

47. Pour determiner la fonction K(x, y, »), nous nous appuierons sur 
la remarque du n°. 45, c. ä. d. que nous exprimerons que, poor une diredioo 
asymptotique quelconque parallele au plan d'inflexion 

le plan asymptote correspondant do la surfacc J se confond, quelle que soit 
l'orientation de la droite consideree, avec lo plan 



ou A l x + B,y + C,i + t<f m „ l (a,,b,,c t ) = 0; 

et cela pour les 3«*(m — 2) solulions (a 0 6 0 c,) des equations (12.)- Comm< 
nous l'avons dit, cette propriete resulte des calculs du n°. 35 oü Ion a 
demontre que le plan (P,) est tangent ä la sur face asymptote tout le long it 
la droite ä l'infini 

^,ar + ß i y + C,* = 0, / = 0. 
Soit alors une direction asymptotique parallele au plan 

4x + ß,y+C,* = 0, 

de sorte qu'on a la relation 

(12.) A,* + B,ß + C, r = 0. 

Nous representerons par 0,(x,y,a) le produit de tous les facleurs (^.x+Äjf-rC.S;. 
(^x + ^y-i-C,«), . . . ä l'exceplion du facteur (^x-f-ß.y 4-C 4 «), c. ä. d. que 



13.) 



ou $(x, y, «) = (A,x+B i9 +C ( t)8 i (x, y, «). 
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O'apres celle nolation, nous aurons 

elc. etc. 

d'oii nous conclurons, en ayanl egard ä la relalion (12.): 
et. d'apres l'idenlile (11.): 

Le plan asymptote de la surface J a donc pour equation 

Pour que ce plan coincide avec le plan (P,\ il faul qu'on ail 

(14.) V(a,ß,y) = *,.(«, fty). </„_,(«„ b,, c.): 

celle egalile doit avoir Heu pour toules les valeurs de r/, /i, y qui salisfont 
ä la relation unique 

(12.) aA,+ßB, + yC, = 0; 

et eile doit avoir Heu aussi pour totites les 3i»['m— 2) Solutions (a,,b,,c,). 
Or, nous ecrivons la fonclion V(x, y, a) sous la Forme suivante 

K, . 6 l (x, y, s) (f m _ A («, , ä, , c.) + • ( j, y, »)</>„_, (a, . 6, , c.) -f — 
• • • + K, . d,(x, y, *)<f m -, {a, , b, , c.) + •• • + K p . 0„ (.r, y, ») , 6 P , e,) 

+ T(x,y, »), 

les /i, etant des constanles arbitraires; les 6, etant definies par les egaliles 
(13.); les («,-, 0,,cJ ayant la signification dejä plusieurs fois indiquee; T(x,y,s) 
etant une fonetion du meme degre que V c. ä. d. du degre {p — V) (p etant egal 
ä 3ffl(m — 2)) et jouissant de la propriete de s'annuler pour toules les valeurs 
possihles de a, ß, y, qui satisfont a une quelconque des relations (12.). 

Pour une Solution quelconque de la relalion (12.), les fonclions 0,, 
Oj, ... 0, M , ... 0 P , qui contiennenl (A<x + B,y+ C t i) en facteur, 
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s'annulenl lorsqu'on y fait x — tt, y — fi, * = el, comme, par hypothese. 
T{a,{1,y) est aussi nulle, ta fonetion V ou (15.) se reduit ä 

la rclulion ;14.) et loutes les conditions imposees seront alors verifiees 
en supposanl les constantes K, egales ä l'unile. Quant u la fonetion T[x f y y t), 
eile est identiquement nulle; car les conditions imposees ä cette fonetion 
reviennent ä dire quo lc cöno 7\j-, y, a) = 0 doil passer par loutes les drohe* 
situees daus un quelconque des plans . 

.l,jr4Ä,y-i- 6',* = 0, A J x + li?y+C 1 i = 0, ... A f x~B l> y+ C p s = 0: 

ce qui exige que la fonetion T(x, y, *) contienne comme facleurs toutes les 
fonetions lineaires (A,x-\ B,y + C,*) dont le nombre est 3m(m — 2); or la 
fonetion T{x, y, s) est du degre [3m(m — 2)— 1]; donc eile est identique- 
ment nulle. 

()n pourrait aussi determiner la fonetion V en cherchant ä verifier 
successivement les relations fournies par les egalites (14.) et (12.) dans Ies- 
quelles on ferait »=1, 2, 3, ... p; on retrouverait ainsi la forme (15): 
c'est donc la forme la plus generale satisfaisanl aux conditions imposees. 

48. L'equation de la dcteloppable atymplote etant mise sous la forme 

16.) <f(x,y,z) + ty(x,y,z) + l*y,(x,y,*) + - = 0, 
les fonetions <[ et y sonl donc eonnues; et Ton a 



j v(*,jf,») = 9-(*,!f»*)-*(*,ir,»)i 



dans ces expressions, (a,,b.,Ci) designe une Solution quelconque des equalions 
(2.); le nombre p est egal ü 3m (m — 2); el enfin, on a pose 



(18) Ufr«^- * ( *'* a) 

o t {x,y,i) - 



49. Nous allons reprendre sur cette equation definitive l elude des 
points ä l'infini de la surface asymptote; nous rappellerons ainsi, en les con- 
les proprieles dejä etablies 
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Ecrivons d'abord les derivees partielles dos fonetions <p et </'•" 

lm jr.(«,f.»).*.(«,,,.)(-^H,^+.^); 



(21.) 

(22.) V (*, jf, *) = <p m -> (x, y, z)6(x, y, *) + JT, «) [Jg (*, y, •) («. , 6, , e,)] 



1°. Soit une direction asymptotique apparleoanl au cöne 

Si (a, /i, y) est la direction consideree, on devra avoir 

d'aprcs cetle relalion et les formules (19.) t (20.) et (22.) nous Irouverons 

32* 
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pour fequalion du plan osyroplole correspondant de la developpable J: 

ce plan coincide avoc le plan asymplote de la surface V relalif a la mem« 
direclion asymptotique. 

11°. Soit uue direction asymptolique (a,,b,,c,) parallel»* a 
une aröte d'inflexion du cöne (p m (x,y, s). 

Dans cello hypotbese, on a 



{U) ^(«.,*,<0 = 0, ou a^ + 6,^ + C ,^ = 0; 
U(a i ,6 j ,c,-) = 0, 0,(«,,0„c,)^O. 



Les equalions (20.) donnent alors 

c. ä. d. que le point a l'infini = = ~ , / = 0) est un point double pour 
la surface asymplote. 

L equation du cylindre asymplote correspondant est (§. II, V" partie) 

Si, dans cettc equation, on remplace er, /?, y par a,, b„ c, y et qu'on calrale 
les coefßcients ä faide des forraules (21.) et (23.) en tenanl cotnpte des re- 
lations (24.), on trouve 

I - 0; 

le cylindre asymplote se compose de deux plans paralleles. Le point double 

est donc un point de rebroussemenl conique dont Taxe de rcbroussemenl est 
la droite ä l'infini 

Ainsi la surface asymplote J possede dejä 3m (m- 2) points double» a 
Cinfini, lesquels sont des points de rebroussemenl conique dont faxe est ä l'in- 
fini parallele ä la generalrice (fiaßexion correspondatUe. 
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III". Soit une direction asymptotique (a,ß,y) parallele a 
Tan des plans d'infloxion. 

Supposons la droite (<a y ß,y) parallele au plan 

* da, ry dbt ^ öd ' 
on aura donc les relations 

( 27 -) d'oü 

r) = o et *.(«,/*, r)§0. 
On trouve pour le plan asymptote de la surface J 

et cela, quelle que soit la direction (a,ß,y) parallele au plan considere. Ainsi 
La surface asymptote possede ä linfini 3m (m— 2) droit es; pour chacune 

H elles, le plan tangent ett vn point quelconqve teste fixe et comcide avec le 

plan asymptote de la surface U correspondant ä tarete tfinflexion ä laquelle 

est parallele la droite ä finfini consideree. 

IV°. Soit uno direction asymptotique (a,ß,y) parallele ä une 

des intersections du cöne *p m (x,y,z) avec ses plans d'inflexion. 
Chaque plan d'inflexion 

par exeinple, coupe le cöne (f m {x f y s i) suivant m droites, dont trois coin- 
cident avec faröte d'inflexion (a i} b iy cj; il en reste (m — 3) autres qui donnent 
antant de points ä 1'inGni dont nous allons etudier les proprietes. 
Soit {a,ß,y) une de ces intersections; on aura alors 

d'oü 

Les equations (20.) et (22.) donnent d'abord 
donc ces points ä finfini sont des points doubles 
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(29.) 



En tenanl compte des relations (28.), on Irouvera pour l'equation ds 
cylindre asymplote 

c'est un cylindre proprement dil dont les plans asymptotes sont, Tun le plan 
asymptote de la surface U correspondant ä !a generairice d'inflexion (a,,b„e,\ 
et l'autre le plan asymptole de la surface U correspondant ä Tarele (a,ii,y; 
situee dans le plan d'inflexion. 

Ainsi, sur chacune des 3m (m— 2) droites que la surface atymptott 
possede ä finßni, il y a (m — 2) points double*, dont un est un point de re- 
broussement conique pour lequel faxe est ä Cinftni. Par eonstquenl, la surfatt 
(isymptote possede dejä 

points doubles ä Hnfini, parmi lesquels il y a 3m(w-2) points de rebrouttaml 
V°. Soil une direction asyuiptotiquc {a,ß,y) parallele « 

l'une des intersections des plans tangents d'inflexion entre eui 
Soit (a,ß f y) une de ces intersections; on aura, par exemple: 



(30.) 



(31.) 



Les equalions (20.) et (22.) donnent 

is-= 0 > w~°< lr= 0i K«.Ar)- 0s 

donc les points ä ttnfini correspondanls sont des points doubles. 

En tenant compte des relations (30.), on trouvera pour 1'equation d« 
cylindre asymptote 

+ f [ y !(«,ft') -*-(«> *■> <■)»-(<■„ »„ <-,)] = O: 

c'est un cylindre proprement dil dont les plans asymptotes sont les plu* 
asymptotes de la surface V correspondant aux aretes d'inflexion (a.,b,,c, - 
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Or, le nombre des plans d'inflexion etant 3» (w — 2), le nombre de 
leurs intersections c. ä. d. le nombre des droites actuelles (a, ß, y) sera 

3w(,w 2 " 2) [3m(m-2)-lj; 

ce qui donae autant de nouveaux points doubles. 

Theoreme. Donc, en definitive, la surface asymptote possede, eu tout. 

points doublet, parmi lesquela il y a 3m(«-2) points de rebroimemmt. Sur 
rhacme de» 3m (m -2) droites que la surface asymptote possede ä finfini, il y a 

points doubles, dont un est uu point de rebroussement. 

50. Noas signalerons encore la propriete suivante: 

La surface proposee U etant de degre n», la surface asymptote est. 
en general, du degre m(3m-5); ces deux surfaces se coupenl donc soivant 
une courbe gauche de Tordre m ? (3w — 5). 

Or 

(i-.) u=< Pm +t( Pm _ l +e<p m _ 1 +<~ = o, 

(2°.) J = y.Ä+/[y> M _,tf+y.^(x, y, ») ^.(a,, b it c,)] + ^/+ - = 0. 

Retranchons de la seconde equation la 1 er " multipliee par 6, et divisons par 
/, il vient 

(3°.) J' = q> m [ £ 6, (x, y, m) (a t , b t , cj] + 1 [x - </>_2 . 0] + f . . . = 0. 

p 

Retranchons encore de cotto derniere equation la 1"* multipliee par -£%>_,(a,,6,,c,), 
on trouve, apres avoir divise par /, 

(4 U .) J" =^-ö^ I -^ P iö,(x, y ,«)^ 1 (a 0 A j ,c 1 )+<H + /V)+-" = ü. 

Or la surface J" est du degre [ OT (3i»-5)-2] ou (m-2)(3f»+l); donc 

pa courbe dintersection de la surface V et de la developpable asymptote, 
taquelle courbe est de f ordre w ? (3m-5), se trouve sur une surface de f ordre 
(w-2)(3f»+l). 

51. Remarqoe. 

Tous les calculs et consequences developpes depuis le n". 44 jusqu'au 
n°. 51 ont ete etablis dans Thypothese ou le cöne <p m (x, y, *) n'a pas d'arttes 
doubles. 
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Suppotom que le cöne <f m (x,y,z) ait me arite double ordinäre. 
Nous savons que, dans ce cas, l'ordre de la surface asymplote se Irouve 
diminue de deux unites [n°. 29], il esl, par suite, egal ä 

[m(3m-5)-2]. 

Les directions asymptoliques sont alors: 1°. les generatrices du cönc 
2". les droites paralleles aux plans d'inflexion restanls ; 3°. les droites paralleles 
aux plans toucbanl le cöne </>„ suivant Parkte double en question [n". 39]. 

Mais la presence d'une arele double diminue de six unites le nombre 
des aretes d'inflexion ; par consequenl, la fonclion 0'{x, y, a) correspondanl 
aux plans d'inflexion restanls sera ici du degre [3m (m — 2) — 6], la fonclion 

V-fof* »)-^ O, jf,«) 
esl donc du degre [m + 3m(nt-2)-6] ou [i»(3w-5) -6] ; par suile. 
premiers membres des equalions des plans langcnls P cl Q suivanl Partlf 
double devront enirer respeclivement au second degre. De sorle que l en- 
semble des lermes du degre le plus elcve pour la surface asymplote ser». 
dans le cas actuel, 

<f„(x,y, s).ff{x,y,z).P\Q\ 
Supposotu que le cöne <f m (x,y,&) ait une arMe de rebroussement. 
Nous savons que, dans ce cas, l'ordre de la surface asymplote *e 
Irouve diminue de qualre unites [n". 30], ii est, par suite, egal ä 

[m(3m-5)-4]. 

Les directions asymptoliques sont alors: 1". les generatrices du cöne r/„,(x,5f.i | : 
2". les droites paralleles aux plans d'inflexion restanls: 3'. les droites paral- 
leles au plan touchant le cöne if>„ suivant l'arete de rebroussemenl [n u . 42]. 

Mais la presence d'une arete de rebroussement diminue de furit unil« 
le nombre des aröles d'inflexion, par cousequent la fonclion 0"(x, y, s) cor- 
respondant aux plans d'inflexion restants sera ici du degre [3m (m— 
la fonclion 

esl donc du degre [fl»-(-3ro(m— 2) — 8] ou [m(3m — 5) — 8]; par suile, U 
premier membre R de l'equation du plan de rebroussement doit enirer au 
4""" degre. De sorte que l'ensemble des termcs du degre le plus eleve ponr 
la surface asymplote sera. dans le cas acluel, 

<fjx,y, i).0"{x,y,*).R\ 
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II 0 . Ca* oii le cöno des directions asymptotiques e«t d&omposable. 

52. Lorsque lo cöne des directions asymptotiques de la surface U se 
decompose en plusieurs cönes de degres moindres que i», on peut determiner 
isolemcnt la surface developpable asymplote correspondant ä chacun de ees 
cönes; l'ensemble de ces surfaces partielles constituera la surface euymptote 
complele pour la surface proposee. 

Evaluons le degre de ces surfaces asymptotes partielles. 

Reprenons la notation x, , x 2 , x 3 , pour les variables, et representons 
respectivement par w(x M x,,x,) et t>(x,,x,,Xj) les fonetions homogenes 

Supposons, par exemple, quon ait 

(32.) tp m ou ö(x,,x J ,x J ) = / , (x i ,x M x,).^(x 1 ,x I ,x,), 
les fonetions P et Q elant respectivement des degres p et q, de sorte que 

(33.) p + q = m. 

L'equation du plan asymplote correspondant ä une generatrice (x', J , x^', x,') du 
cöne P (x, , x 2 , x 3 ) sera 

(34.) x^i+XtPl+xJ'l+lf" = 0, 

avec la condition 

(34*\) !»(*!, «?|, «0 = 1^ = 0; 
nous avons, en outre, pose 

(35.) = ^-|L 

Les raisonnements et les calculs du n°. 8 sont applicables ici. De sorte que 
si Ton pose 

Pn Pu 
$ = P n P n P„ , £>, 

Pu Pn Pu 

Gr =/i$rl + 

on Irouve que le nombre des generalrices de la surface asymplote (correspon- 
dant au cöne P(x,,x 2 ,Xj)) rencontrees par une droite arbitraire est egal au 
nombre des Solutions comrouncs ou des generalrices communes aux deux cönes 

a, x, G,-M,|) 
(37.) üi xj Gi+AjQ = 0, /*(x,, x 2 , x,) = 0. 
Oj x, C, + ylj|> 

Jouro«! für Mathcmitilc Bd LXV Heft 8. 33 



(36.) 



iL. 
dp r . ' 
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Or. si Ton remurque que 



f. = 



a premierc des equations (37.) pourra s"ecrire 





Ol 




ii 




«. 


•r» 


L t 


(38.) !Q.Q ! 


a, 


x } 


A : 


+ 


a t 


x } 


L> 




«3 


J-3 






<h 


X, 


U 



= o. 



ou 



(39.) 



Mais les fonclions P, Q, £>, sont des degres respectifs 

p, (m-p), 3(/>-2); 
on voit d'apres cela, et en ayant egard ä (33.), que l'equalion (38.) est 
du degre 

lp + 2m-b). 

Dono le degre de la surface asymplolo partielle correspondant id 
cöne /'(i,, ar?, .c 3 ) des directions asymptoliques est egal ä 

p elant le degre du cöne P{x t , x?, x s ). 

Le degre de la surface asymptoto partielle eorrespondant aux direc- 
tions asymptoliques du cöne Q (x t , x 2 , xj sera 

iV, = 0 ( O +2» -5), 

</ elant le degre du cöne (J(x,, x 7 , x s ). 

L'ensemblo do ccs deux surfaces constitue la developpable asymplole 
coraplete de la surface proposöe; or cot ensemble de surfaces sera, eu eeard 
ä la relation (33."), du degre 

N = iV, + JV, = m (3m -5) ~2pq. 

53. 11 est facile de generaliser ces considerations, et de voir que, si 

y> ») = »)• y> y, »).«(*, y, »)... = o 

est Tequation du cöne des directions asymptoliques, si />, q, r, s ... sont le? 
degres respectifs des fonclions P, Q, R, S, ... l'ensemble des surface* 
asymptotes partielles formera un Systeme du degre 

N = m(3m-b)-2(pq+pr+ P 8+~- + ?r + -)- 
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Dohc, lorsque le cöne des directions asymptotiques se decompose en 
plusieurs cönes, les sur face» asympiotes partielles correspondant aux differents 
cöne* forment «« Systeme de snrfaces dont le degre est moindre que le degre de 
la surface asymptote correspondant an cos general oü le cöne <f m (^,y,i) e*t 
indi'composable ; la diminution du degre est egale an double du nombre des 
intersection* des cönes partiels pris deux « deux. 

Ce resullat est parfaitcmonl d'accord avec la conclusion enoncee au 

n. 31. 

Je ne m'arreterai pas ä l'examen des cas parliculiers qui se presenlent 
Hans la queslion actuolle; et je tcrminerai en resumant les difförentes pro- 
prietes de la surfacc asyraptole qui nous ont ete fournics par fanalyse de- 
vcloppee dans cetle 2""" parlie. 



III". R<?3um<? general 
54. La surface developpahle asymptote est l'enveloppe des plans 
nsymptoles de la surface proposec U; eile est, en general, de Vordre 

si m est l'ordre de la surface U; et de la classe m(m-i). 

Lorsque le cöne q> m (x,y, *) des directions asymptotiques possede 
une arete double ordinairo ou une aröte de rebroussement (ne corres- 
pondant pas ä un point double de la surface U) fordre de la surface 
usymptole est diminue de deux ou de qvaire unites. 

Lorsque la surface U a un poinl double a rinfini, l'ordre de la 
surface asymplote est, en general, diminue de six unites; mais, si la 
direction asymptotique correspondant au point double est une arete triple 
du cöne <p M (x, y, a), la diminution sera de nenf ou de douse unites, sui- 
vant que cette droile est une aröte simple ou une areMe double du 
cöne (f „_, {x, y, *). 

Les directions asymptotiques de la surface asymptote sont: d'abord. 
les generatrices du cöne <f m {x, y,t); en second lieu, des droites quel- 
conques paralleles aux plans d'inflexion du cöne et aux 

plans touchanl lo cöne suivant des arötes doubles, lorsquil y a de telles 
areles. 

On peut conclure de lä fcxpression des termes de degre N et :JV— 1) 
de lequation de la surface asymplote. 

33* 
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La surface asyroptote possede, en general, ä Piaflni 3ro(m— 2) droites: 

le plan langen! resle invariable quel qne soit le point considere sur une 

de ces droites. Sur chacune de ces droiles, i) y a 

3ro'-4»»-5 


poinls doubles pour la surface asymptote, dont un est un point de re- 
broussement de conique pour lequel laxe est a l'infini. La surface 
asymptote possede, en tout, 

Zm(m~2) [3 ^_ 4ot _ 5] 

points doubles, donl 3m(m-2) sont des points de rebroussement cor- 
respondant aux areles d'inflexion du cone (f m (T,y,z). 

La courbc d'iutersection de la surface proposee avec la surface 
asymptote, courbe dont Tordre est m ? (3n»-5), se trouve sur une surface 
d'ordre (w-2)(3m+l). 

Lorsque le cone des directions asymptoliques se decompose en plusieur? 
cönes, les surfaces asymptotes partielles correspondant aux differents cöd« 
forment un Systeme de surfaces dont le degre est moindre que le degre 
de la surfaco asymptote correspondant au cas general oü le cone est 
indecomposable; la diminution du degre est egale au double du nombr« 
des intersections des cönes parliels pris deux ä deux. 

Lorsque Tequalion de la surface proposee peut etre araenee a ne 
plus renfermer de termes du degre (m— 1), la surfaco asymptote est le 
cone <p m (x, y, z) des directions asymptotiques ; et reciproquement, lorsque 
tous les plans asymptotes enveloppent un cöne, Tequalion de la surface 
peut elre amenee ä ne plus renfermer de termes du degre (m— 1). 
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Ueber die simultane Integration linearer partieller 
Differentialgleichungen. 

(Von Herrn A. Clebtch zu Gieasen.) 



1) io Aufgabo, die gemeinsamen Lösungen mehrerer linearen partiellen 
Differentialgleichungen zu finden, ist von Jacobi im 60"*" Bande dieses Journals 
p. 23 ff. und ausführlicher in seinen demnächst zu publicirenden Vorlesungen 
über Dynamik, für einen besondern Fall behandelt worden. Dieser Fall be- 
steht darin, dass, wenn eine Reihe von Gleichungen 

(l.) A(/) = o, ^(n = o, . . . A r w = o 

vorliegt, wo 

(2.) aah - 

zwischen den Operationen A die für jeden Werth von i und * gültige Iden- 
tität stattfindet 

(3.) MA,(n)-A,(Mn) = o. 

Jacobi hat gezeigt, dass in diesem Falle die Gleichungen (1.) n—v 
gemeinsame Lösungen besitzen, und hat den Weg, sie zu finden, angegeben. 
Eine Modifikation seiner Methode habe ich im 61"'" Bande dieses Journals 
p. 168 dargestellt. 

Im Folgenden werde ich die Aufgabe ohne Voraussetzung der iden- 
tischen Relation (3.) aufnehmen und zeigen, wie unter allen Umstanden das 
Problem sich auf den von Jacobi behandelten Fall zurückführen lässt, wo- 
durch dann die Frage nach der simultanen Integration linearer partieller Dif- 
ferentialgleichungen in allgemeinster Weise gelöst ist. 

§• 1. 

Begriff eines vollständigen Systems. 
Ein System von Gleichungen 

(4.) A l (f) = 0, MH-o, • • • 4.(/)=o 
sei vorgelegt; es kommt zunächst darauf an, zu entscheiden, ob dieselben ge- 
meinsame Lösungen zulassen, und wie gross die Anzahl der von einander 
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unabhängigen ist. Ich bilde zu diesem Zweck aus den Gleichungen (4.) die 
Combinationen 

es.) MA.in)-A.wn) = o, 

welche wieder lineare partielle Differentialgleichungen ergehen. Entweder 
sind nun die Gleichungen (5.) lineare Combinationen dor Gleichungen (4.1. 
oder sie sind von diesen verschieden. Die unter den Gleichungen (5.). welche 
etwas neues ergeben, füge ich den Gleichungen (4.) hinzu, und bilde nun 
wieder sfimmtliche Combinationen (5.). Indem man auf diese Weise fortfahrt, 
gelangt man schliesslich zu einem Systeme, welches sich von (4.) durch eine 
Reihe hinzugefügter Gleichungen unterscheidet, und boi welchem endlich die Com- 
binationen (5.) keine neuen Gleichungen mehr liefern. Das so entstandene System 

(6.) A l {f) = 0, A 2 (f)=0. . . . A r (f)=0 

nenne ich das aus (4.) abgeleitete vollständige System. 

Ein vollständiges System wird also durch die Eigenschaft definirt. dost 
sämmt liehe Ausdrücke (5.) lineare Combinationen des Systems selbst sind. 

Die grösste Anzahl von Gleichungen, welche ein vollständiges System 
enthalten kann, ist gleich n. Denn in diesem ungünstigsten Falle kann man 
die linear durch die A,{f) ausdrücken, und also auch jeden linearen Dif- 
ferentialausdruck überhaupt als lineare Function der A^f) darstellen. 

Wenn das tollständige System aus n Gleichungen besteht, so haben die 
Gleichungen keine simultane Lösung. Denn das System der Gleichuntren (6.; 
führt dann auf die Gleichungen 



d. h. auf die evidente Lösung / = Const. 

Es wird sich zeigen, dass wenn v<», immer n-v simultane Lösun- 
gen existiren. 

Ueber die Gleichungen des vollständigen Systemes kann man nun fol- 
genden Satz aufstellen: 
Sind 

Min - MiA l (n+M*Mn+-+*,Mr:<i 
Nin - N l A l (n+KM/)+~+KA r (n 

irgend zwei lineare Combinationen der Ausdrucke (6.), so ist auch immer 

M(Mf))-N(Mif)) 

solche. 
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In der That ist 

Af(JV(fl) = 2M{N.).A.(n + 2<SN.M i A i (A.{f))> 
N{Min) = 2N(M.).A i (n + 22N,M,A a (A t (f))- 

Die ersten Theile der rechten Seite haben hier schon die verlangte Form; 

die Differenz der zweiten Theile 

22N M M,lA,(A K (r))-MMn)} 
nimmt dieselbe Form an, weil der eingeklammerte Ausdruck der Voraus- 
setzung nach sich in jene Gestalt bringen lässt, wenn die A ein vollständiges 
System bilden. 

Hieraus geht sogleich hervor, dass die Gleichungen eine» vollständigen 
System*, wenn man sie durch irgend welche lineare Combinationen ersettt, 
immer auf ein vollständiges System führen. 

§• 2. 

Roduction de« vollständigen Systems auf ein Jacobipchos. 

Unter einem Jacobischen Systeme verstehe ich ein solches, bei welchem 
die Ausdrücke (5.) nicht lineare Combinationen der Gleichungen (6.) sondern 
identisch Null liefern. Dieses System hat Jacobi a. a. 0. integriren gelehrt. 

Ich werde jetzt zeigen, dass es immer unendlich viele Arten giebt, ein 
vollständiges System in ein Jacobisches zu verwandeln. Nehmen wir v will- 
kürlich gewählte Functionen , <p 2 , . . . <p r , und bestimmen die v Gleichungen 

(7.) HM-O, Bi(f) = 0, . . . B,{f) = 0, 

aus den identischen Relationen*): 

Adf) = A i (<p l )B l (f) + A l (<p i )B 2 (n + -+A i (<p y )B y (f), 
Mf) = M< fl )B t (fnM<p,)B J (n + --. + A i (<p r )B r (f)* 



AÄf) = A(ffi)B,(f) (Vs) -ßi ( /") H Mr ( Vr) B,{f), 

so bilden die Gleichungen (7.) ein Jacobisches System, d. h. es ist identisclt 

(9.) B^B.iW-B.iB.if)) = 0. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieses Satzes ist sehr leicht zu führen. 
Setzt man in den Gleichungen (8.) für f der Reihe nach y,, y,, ...</>„, so 

*) Dieses System findet sich sebon in meiner Abhandlung über das Ffaffachv 
Problem im 61»'*" Bande dieses Journals. 
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ergiebt sich durch Auflösung des Syslems linearer Gleichungen 

(10.) Btto.) = 0, 
so oft » von x verschieden ist, und 

(11.) ß,(y 4 ) = 1. 

Nun ist der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (9.) nach dem am 
Ende von §. 1 bewiesenen Satze eine lineare Combination der Ausdrücke A, 
also auch, wenn man für die A(f) aus (8.) ihre Ausdrücke in den B[f) 
setzt, von der Form: 

= *,(/")+ - + c r B,.(n- 

Setzt man in dieser Gleichung für f der Reihe nach (p, , <p 2 , . . . und be- 
rücksichtigt die Gleichungen (10.), (11), so erhfilt man hieraus der Reihe 
nach die Gleichungen 

C', = 0, C 2 = 0, ... C,-0, 

d. h. der fragliche Ausdruck muss identisch verschwinden, was zu beweisen war. 

Die transformirten Gleichungen (7.) haben aber nicht allein die Eigen- 
schaft, ein Joco&tschos System zu sein. Ebenso wichtig ist die zweite Eigen- 
schaft, welche aus (10.) folgt. Jede der transformirten Gleichungen- besitzt 
nämlich v — 1 bereits bekannte Lösungen, denn jede wird durch diejenigen 
Functionen <p befriedigt, deren Index von dem der betreffenden Gleichung ver- 
schieden ist. So wird durch die Transformation (8.) ein doppelter Zweck 
gleichzeitig erreicht. 

§• 3. 

Integration des Jacobitchen Systems. 
Ich muss des Folgenden wegen hier die Methode kurz wiederholen, 
welche zur Bestimmung einer gemeinsamen Lösung der Gleichungen (7.) führt. 
Sie besteht darin, dass man successive Lösungen sucht, welche die erste, die 
ersten beiden, die ersten drei etc. der Gleichungon (7.) befriedigen. Es handelt 
sich also nur um eine Darstellung des Weges, welcher von einer simultanen 
Lösung v.-i der ersten $—1 Gleichungen (7.) zu einer simultanen Lösung v, 
gelangen lässt, welche auch noch der i" n Gleichung genügt. Man hat dann 
der Voraussetzung nach y»_, s0 bestimmt, dass 

B,(V.-,) = 0, Ä,(Wi) = 0, ... Ä,^ (.,'._,) =0. 
Daraus folgt wegen der identischen Relationen 

B,(BM>.-i)) = tf,(ß.(¥'.-,)). 
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V;-, = ß.(V-.), V:-. = ß.(^-.) etc. 

den ersten i— 1 Gleichungen (7.) genügen. Ist nun yj*', die erste Function 

dieser Reihe, welche sich als Function von y 4 _,, y'_,, . . . y.-7*\ V\, Wn • • • 
tp r darstellen lässt, und betrachtet man y, als Function eben dieser Ausdrücke, 
so hat man 

+ + B.(VC) ^;+- + ß.(vG") ^ 

oder 

Jede Losung y< dieser partiellen Differentialgleichung mit ,«+ 1 unabhängigen 
Variabein ist zugleich eine simultane Lösung der ersten i Gleichungen (7.). 

Die Anzahl von Lösungen, welche i— 1 Gleichungen mit n Variabein 
gemein haben, kann nie grösser als »— (i— 1) sein ; daher kann auch die An- 
zahl der Functionen 

y_,, y.'_,, . . . y,-?", y*, y, + i, . . . y r 
diese Zahl nicht übersteigen, oder es kann fi höchstens gleich it — v werden. 
Die Gleichung (12.) ist also eine lineare partielle Differentialgleichung mit 
höchstens n-v+i Variabein; und die Bestimmung einer gemeinsamen Lösung 
aller v Gleichungen erfordert also die Kenntniss je einer Lösung von v 
Gleichungen mit »— f+i unabhängigen Variabein, oder was dasselbe ist, die 
Kenntuiss je eines Integrals von v Systemen von je n — v simultanen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung. 

Um alle verschiedenen simultanen Lösungen des Systems aufzufinden, 
muss man zunächst die letzte der v verschiedenen Gleichungen (12.) voll- 
ständig inlegrircn. Ist in derselben u — n—v, so hat man sofort alle ge- 
meinsamen Lösungen gefunden. Ist aber ft kleiner, so findet man hierdurch 
nur einen gewissen Cyclus dieser gemeinsamen Lösungen, und man muss 
weitere Lösungen der vorhergehenden Gleichungen (12.) aufsuchen. 

Wenn der erste Fall eintritt, so findet man n—r gemeinsame Lösungen, 
und es existiren also wirklich so viele Lösungen. Im anderen Falle kann 
man einen Beweis dafür fordern, dass wirklich so viel Lösungen vorhanden 
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sind. Diesen Beweis kann man leicht in folgender Art führen. Seien t 
gemeinsame Lösungen der Gleichungen (7.) bekannt. Führen wir dies« in 
das System (7.) als Variable ein, neben n~x anderen Variabein, so ver- 
schwinden in allen Gleichungen die Glieder, in welchen nach der ersten Art 
von Variabein differenliirl wird. Man hat also dann ein System von v Glei- 
chungen mit nur n—x Variabcln vor sich, in welchem die gefundenen x Lö- 
sungen die Rolle von Constanten spielen. Dieses neue System ist noch ein 
JacoWsches, und hat demnach wenigstens eine von den früheren verschiedene 
Lösung, sobald nur n — x>v. Es giebt also immer noch weitere Lösungen 
bis zu x = n — v, d. h. das System hat n—v gemeinsame Lösungen. 

§ 4. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen mit n unabhängiges 
Variabein führt bekanntlich nach Jacobi auf die Aufgabe , successive eine 
simultane Lösung für je ein System von 1, 2, 3, . . . n—i linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung au suchen. 

Bedienen wir uns des von Jacobi eingeführten Symbols 

wo die p die Differentialquotienten der unbekannten Function nach den x be- 
deuten ; ist f — c die gegebene Gleichung, und sind 

die Gleichungen, welche mit f=c zusammen diese als Functionen der x und 
und der willkürlichen Constanten c bestimmen, so erhält man 

f x als Lösung von (/",, f) = 0, 

f 2 als Lösung von (/j, /') = 0, (/i, /i) = 0, 



/U, als Lösung von f/_ lf f) = 0, (A_.,/i) = 0, ... (/U„ /"-O = 0. 
Jedes dieser Systeme ist bereits ein /acoöisches ; aber diese Eigenschaft kommt 
bei der Anwendung des in §. 3 entwickelten Verfahrens nur in sofern in 
Betracht, als dasselbe ein vollständige* ist. 

Man hat aber bei diesem System noch den weitern Vortheil, dass man 
für das erste System schon die Lösung f, für das zweite die Lösungen /und 
etc., für das letzte f f ... kennt. Die Ordnungen der Integrationen 
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welche man bei den verschiedenen Systemen auszuführen hat, erniedrigen sich 
dadurch um weitere 1, 2, ... »— 1 Einheilen, und man bedarf also zur Auf- 
stellung sflmmtlicher Functionen f je eines Integrals von 

1 System von 2h— 2 Differentialgleichungen erster Ordnung 

2 Systemen - 2n— 4 - - 

3 - 2«-6 - - 

ü-1 - - 2 - - . 

§• 5. 

Darstellung der von Herrn Weiler gegebenen, Vereinfachung von Jacobn Metbode 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

In Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik, Jahrgang 1863 p. 264, hat 
Herr Weiler eine Untersuchung über das in Rede stehende Problem ver- 
öffentlicht, in welcher eine Vereinfachung der im vorigen §. auseinanderge- 
setzten Integralionsmethode enthalten ist. 

Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der erforderlichen Integrationen 
verringert, und sich bei genauerer Prüfung als eine natürliche Fortentwicke- 
lung der Jacobischen Methode erweist, besteht in folgendem. 

Die Systeme, deren successive simultane Integralion die Aufgabe er- 
fordert: 

i- (/i, A)-o, 

2. (A, fl = 0, (/•„ /;) = 0, 



n-i. (/>_», fl = 0, (A_„A.)=0, ... (/._„/U I )=0 

sind nicht völlig unabhängig von einander; vielmehr unterscheidet sich jedes 
folgende System nur durch den Hinzutritt einer einzigen weitern Gleichung. 

Um auf die vorliegenden Systeme die oben (§. 3) auseinandergesetzte 
Methode anwenden zu können, muss jedes System in ein System von der 
Form (7.) transformirt werden. Dabei kann jedesmal ein neues System von 
Functionen g> angewandt werden. Wir wollen aber hierüber nun folgendes 
festsetzen: 

1. Bei jedem folgenden System sollen immer wieder dieselben 
Functionen <p benutzt werden, und nur eine einzige neue Function <p soll 
hinzutreten. 

2. Die Function (p if welche bei dem System hinzugefügt werden 
muss, soll eine aus der Reihe der simultanen Lösungen sein, welche man 

34» 
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für die i— 2 ersten transformirten Gleichungen des vorhergehenden Systems 
gefanden hat. 

3. Statt der Gleichungen des i"° Systems soll man, um dieselben auf 
die Form des Systems (7.) zu transformiren , die schon transformirten Glei- 
chungen des (i— l) lr " System benutzen, und nur die letzte Gleichung unver- 
ändert hinzufügen. 

Die transformirten Gleichungen, welche aus dem obigen Systeme her- 
vorgehen, bezeichne ich durch 

1. *W,) = o, 

2. np»(/y = o, *p»(/yr-o, 

Är ,, (A_ ) )=o, Är'v_.)=o, ... /evu-.)=o. 

Nach der Bestimmung No. 3 sollen nun 

ßf>(F), fl'>(F), . . . B?>(F) 

sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 

QT> (F) = m-» (y.) ß?> (F) + (V,) W (F) + -+ ß<<> (F), 
(13.) 

!(/:-., f) = (/;_,, #°(fh (/:_., *o« 0 (F)+-+ 

Nun ist, weil bei der Bestimmung der 2? 0_,) die ersten i— 1 Functionen y 
bereits benutzt sein sollten: 

wenn h und Ä kleiner als i. Ferner sollte eine simultane Lösung der 
Gleichungen 

&r X) {<pi) = o, ßr ,) (^) = ( >, ... ^»(^^o 

sein, welche natürlich von /,_, verschieden sein muss. Hierdurch reduciren 
sich die Gleichungen (13.) auf folgende: 

#|-'>(F) = B['>(F) y 

«-•>(F)=^(F), 

j^ ,) (F) = ^ I (F), 

1 (A-t,F) =(A_MV> 1 )ßi 0 (F)+(A_„y I )^ ) (F)+...+(A- 1 ,^)ß5°(F). 
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Man sieht also, das* bei dieser Art der Bestimmung jedes folgende System 
eine Heike ton transformirten Gleichungen mit dem torhergehenden gemein 
hat; nur die letite Gleichung des torhergehenden Systems kommt in dem folgenden 
nicht tor, und dafür treten in dem letztem zwei neue Gleichungen hinsu. 

Man kann sonach das ganze System der transformirten Gleichungen in 
folgendem Schema darstellen: 

i cm =o, 

2. /),(/•,) -0, C,(/i) =0, 

3. D.C/i) =0, D 7 (f } ) =0, C,(/i) =0, 



ln-2. D,(f m _ 7 )=0, />,(/■._,)=(>, . . C^(f_,)=0, 

'»-1. A(A_.)=o, /) 3 (/;-,)=o, d j (/ , .-,)=o, . . . d._ j (/;.. 1 )=o, c;_,(/-_ 1 )=o, 

wobei nach (14.) die hier dnreh C, D bestimmten Ausdrücke sich aus den 
identischen Relationen bestimmen: 

jC_,(F) = A-.(F) + C,_,( V4 )C 4 (F) 
(16.) (A_„F) = (/;_,, Vl )l> l (F)+ (/)_„ y 1 )A(F) + ... + (A_„y,_,)A_,(F) 

I + (/"_„ y<)C,(F). 

Diese beiden Gleichungen dienen dazu nm D t _ t (F) und C'^F) durch die vor- 
hergehenden Ausdrücke darzustellen. 

Die simultane Integration der Systeme (15.) wird nun dadurch wesent- 
lich erleichtert, dass man für das i" System nicht mehr eine simultane Lösung 
seiner ersten i— 2 Gleichungen successive aufzusuchen braucht, sondern dass 
diese schon bei der Behandlung des i— 1"" Systemes gefunden ist. Man hat 
also in jedem System nur noch zwei Integrationen vorzunehmen; und die Be- 
stimmung sämmtlicher Functionen f bedarf also nur der Kenntniss je eines 
Integrals für ein System ton 2n -2 gewöhnlichen Differentialgleichungen, und 
für je twei Systeme ton 2n~ 4, 2»- 6, ... 2 gewöhnlichen Differentialr- 
gieickungen. 

Aber nur dann sind die Integrationen immer von so geringer Zahl, 
wenn die Zahlen p überall ihre höchsten Werlhe erreichen. Wenn bei irgend 
einer Integration der Cyclus der daraus abgeleiteten simultanen Integrale sich 
früher schliesst, so kann man endlich zu einer Stelle gelangen, wo entweder 
keine Function (p t mehr gegeben ist, welche von f_ x verschieden, oder es 
wird doch nur eine Function dieser Art bekannt sein, so dass man keine ge- 
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meinsame Lösung der ersten t — 2 Gleichungen des folgenden Systems xor 
Verfugung hat. 

Da* Pfafiche Problem. 
Die Aufgabe, den Differentialausdruck 

X t dxi-\- X r dx t -\ \-X u dx 7m 

in die Form 

überzuführen, habe ich im 60*"" und 61*"" Bande dieses Journals auf ein 

System von ' 2 ■ simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt 

welche die Functionen f definiren. Diese Differentialgleichungen habe ich durch 

(A)=<>, [A,A] = 0 

bezeichnet; und zwar bestimmen sich die Functionen f als simultane Lösun? 
folgender Systeme: 

/.:(/".) -0. 

A : (A) = <>, CA,A.] = 0, 

A : (/i) = 0, [/i,/l] = 0, [A,AJ = 0, 

A : (A-) = 0, [A,A] = 0, [A,A]=0, ... [A,A_.]=0. 
Jedes dieser Systeme bildet nach den a. a. 0. bewiesenen Relationen ein voll- 
ständiges System in dem oben festgestellten Sinne, aber nicht ein Jocobis&ti 
System. Denn wenn /*, , /"„ ... den ersten t— 1 Systemen genügen, so 
bestehen für das i" System die Relationen [k, Ä = l, 2, . . . i— 1): 

[( A), A] ~ ( [A , AJ) = [ A , AJ , [ [ A, A] , AI - [[A, A] , M = 0. 

Auf die obigen Systemo sind daher die Betrachtungen der §§. 2. 3 
sofort^ anwendbar, und die Aufsuchung der Functionen f bedarf daher der 
Kenntniss von je einem Integral für 

1 System von 2»— 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 

2 Systeme - 2« -3 

3 - 2»-5 
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Aber auch hier trill der Umstand ein, dass jedes folgende System 
sich nur um eine hinzutretende Gleichung von dem vorhergehenden unter- 
scheidet. Man kann daher auch die Methode des Herrn Weiler auf dieses 
Problem anwenden, und es gelingt nach dieser im Allgemeinen die Auffindung 
der Functionen f durch Kenntniss je eines Integrals von einem System von 
2w-l gewöhnlichen Differentialgleichungen, und ton je zwei Systemen von 
2w-3, 2» -5, ... 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen. 

§ 7. 

Die partiollen Differentialgleichungen der Iiivariantentheorie. 

Jede absolute Invariante einer Function von n Variabein genügt be- 
kanntlich einem System von i» 7 linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und es muss eine besondere Eigenschaft dieser partiellen Differential- 
gleichungen sein, dass sie eine gewisse Anzahl simultaner Lösungen zulassen. 
Ist p die Ordnung der Function, und 

, , ».« + 

Ü2^7 P ' 

so ist (n,/>) die Anzahl der Coefficienten der Function, also (n,p) die An- 
zahl der Variabein, nach denen in jenen Gleichungen differentiirt wird. Die 
höchste Anzahl gemeinsamer Lösungen, welche jene Gleichungen besitzen 
können, ist also — »*; und wenn jene Gleichungen bereits ein vollstän- 
diges System bilden, so besitzen sie in der That so viele gemeinsame Lösungen, 
d. h. es giebt (», p) — n 2 von einander unabhängige simultane Invarianten. 
Dies ist der einfachste, und zugleich der strengste Weg, die Existenz von 
so viel Invarianten wirklich nachzuweisen, und der Nachweis, dass die be- 
treffenden Gleichungen ein vollständiges System bilden, ergänzt also eine 
wesentliche Lücke der Invariantentheorie. 

In der Thal ist jener Beweis durch wirkliche Bildungen sehr leicht 
auszuführen. Bezeichne man mit Herrn Aronhold (Bd. 62, p. 291 dieses 
Journals) die » 2 partiellen Differentialgleichungen durch 

(1.) D f „(/7) = 0, 

vvo o, o die Werthe 1, 2, ... n zu erhalten haben. Man findet dann wirk- 
lich, dass die Operationen 

D t9 (D al (fT))-D Kl {D ta (n)) 
nur auf lineare Combinationen der Gleichungen (1.) führen, womit jenes 
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System als ein vollständiges charakterisirl ist. Man erhall mim lieh, wie eine 
sehr einfache Rechnung lehrt, folgende identische Relationen: 

D 9t (D ta {n))-D t0 {D«{n)) « -/>,„(//). 
I D„(D oe {rr))-D oe (D fv (n)) = D^n). 
\D«ip~{n))-D„{p n {n)) = o, 

(2.) ( D„{D„{n))-D„{D H {iI)) = 0, 

\D„{D v (n))-D t .(p t .{n)) = o, 
I D^D^iirv-D^D^n)) = o, 

In diesen Gleichungen bedeuten die in derselben Gleichung verschieden be- 
zeichneten Indices auch wirklich von einander verschiedene Zahlen ; die Glei- 
chungen (2.) umfassen dann alle möglichen aus (1.) zn bildenden Combinationen. 

Die Gleichungen (2.) gelten übrigens auch noch, wenn das System (1.) 
sich auf simultane Invarianten bezieht. 

Giessen, den 5. Februar 1865. 
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Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich 
als hyperelliptische Functionen eines Parameters 

darstellen lassen. 

(Von Herrn Brill.) 



^Vorliegende Abhandlung reiht sich an die Untersuchungen über die 
Anwendung der Abelschen Functionen auf die Geometrie, welche Herr Clebsch 
in einer Reihe von Aufsätzen kürzlich veröffentlicht hat*), an. Die geometrische 
Behandlung, also die Aufstellung der Probleme und die Deutung der Lösungen, 
lässt sich für den vorliegenden Fall (p = 2) an vielen Stellen der für p = 1 
ganz analog durchführen, so dass ich dieselbe, sowie die Ähnlich lautenden 
geometrischen Resultate, grösstenteils glaubte unterdrücken zu können. Von 
einigem Interesse dürften dagegen die zur Lösung der geometrischen Pro- 
bleme nöthigen vorangeschickten analytischen Betrachtungen über hyperellip- 
tische Thetaquotienlen sein, deren Ausgangspunkt ein Riemanmcher Satz aus 
der Theorie der Abelschen Functionen bildet. 

Indem wir die allgemein bekannte Darstellung der hyperelliptischen 
Functionen von Rotenhain zu Grunde legen, führen wir die Bezeichnungen ein : 

du = B +£* dx; du' = dx; 



e = fdü+Jdu ; 9' = fdu+jdu ; 



wo X = x.i — xA — x 1 x.\ — i.' t x.i—,u i x; B, C, B\ C so bestimmte Constanten 
sind, dass: 



1 1 

15" 0 £7 



TT 

I _l_ 

1»" 0 ftt 



fd*'=0, fdu' = i?-, fd«'=l.2A, fdu'=±Mq. 

<i l " ~m 1 

TT TT 



•) Die.es Journal, Bd. 63, 8. 189; Bd. 64, S. 43, S. 210. 
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Ist ferner: 

— * — Xl 

so drücken sich die sechs Functionen <(, deren Quotienten in den von Rotenhain 
aufgestellten Formeln ((97.) seiner Preisschrift*)) von y'A unabhängig 
sind . die also einen gemeinsamen Nullpunkt haben — bei Rotenhain 
.r, , i A r , = x. , j A, — durch <f n folgendermassen aus (wenn man unter p 
einen, übrigens für alle verschiedenen Factor versieht, der für keinen Werth 
der x verschwindet): 

I T. II II 

tfi„{e, t»') = p <[n(t>+JdH, e'-f /du'), <fm{e, ©') = p<Py>(v+Jdu, n'+Jän'): 

j_ j_ _j _•_ 

I _l_ 

II *» X» 

'fMt, r') = p.(f»(e+ Jdu, v'+Jd»'): </>;,(©, v') = p.(f u (c+Jdu, t>'+jduj. 



< i 
i i 



Wir bestimmen zunächst die unteren Grenzen c, und c, . Wörde für 
x, , )'A', = Xj, y'A 7 : c — »' = 0, d. h. verschwänden für diesen Werth die sech> 
unpaaren (f y wie es für diesen W r erlh von x, mit den sechs obigen <f dfr 
Fall ist, so wären die unteren Grenzen einander gleich. Dies wird daher 
erreicht, wenn man statt c, v' das Argumcntcnpanr: 



j 

X» r , 



W - « + fdn = jdu i y^M, = ©'+ /du = yk«% 

" r v '" V y 

einführt, wodurch dio obigen: y n </>,„ y 3 , y 33 der Reihe nach in dir 

unpaaren: <p X i (p u <f u (f, lt y„, y> n übergehen. Hierin ist y und / verschieden. 

indem im Aligemeinen die oberen Grenzen y und •/ verschieden sind in: 

i _i_ 
y v »> r r' «» 

yrf«+ /du = yrf«, yrf»'+ = 

Riemann verfügt nun (Bd. 54, §. 22 und 24 dieses Journals) über die unteren 
*) Mtfm. pr^-sent^s k l'Institut, tomeXI. 
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Grenzen so, dass das von ihm betrachtete Thela, unser identisch ver- 

Jr, jr, 

schwindet, wenn man als Argumente jdu, jdri wählt, dass also: 

r r 

tf a (Jdu,fdu') = o. 

r r 

Seinen Betrachtungen lässt sich aber auch jede andere der 16 Functionen y zu 
Grunde legen, und wir ziehen vor, eine der sechs unpaaren, z. B. </>j,, zur 
Bedingungsgleichung für die unteren Grenzen zu wählen und bestimmen y, y' 
so, dass: 



<P>i(fdu,fdu') = 0. 

r r 



Nun verschwindet aber (Rotenhain, F. (97.)) der Zähler in dem Quotienten: 

<fu (»»«0 

für Xj — 0; man hat mithin 

*l I) «"I II »I V, 

0 = (pn(fdH±fdu } fdu'± /'du') - <p 3l (fd«,/du') 

r irr " " 

also: 

y = / = 0. 

Don Vorlheil der Gleichheit von y und /, sowie manche später ersichtliche 
andere hätte uns die frühere Grenzbestimmung nicht geboten. — Uebrigens 
wird der Uebergang zu den Argumenten mit anderen unteren Grenzen durch 
blosse Vertauschung der <p bewerkstelligt. 

Wir noliren hier noch die unteren Grenzen, für welche die sechs un- 
puaren <( , die uns gemäss unserer Entscheidung über die unteren Grenzen 
von jetzt ab ausschliesslich beschäftigen werden, identisch verschwinden. Man 
hat aus Obigem: 

JT| X, X, X | X, X, 

0 = ip^fduj'du') = ^{fduj'du') = <f t ,(fdu,fdu') 



(1.) 



»I X, Jfl *1 *l - v l 



' 0 = <p u {fdu,fdu') = <p»(fdn,Jdu') = <pn(fdu,fdjy. 

TT TT jt*~ J7» 

die unteren Grenzen in diesen Argumenten sind jedesmal die zweiten Null- 

35* 
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punkte {Riemann, §.22) der sechs unpaaren Functionen <p u (^jdu f JdM^, die 

ii ii 

ausserdem den Nullpunkt x, = 0 gemeinsam haben. — Indem wir in der 
Folge die unteren Grenzen gleich Null annehmen, wenn wir Nichts darüber 
zufügen, und das zweite Argument in den Klammern weglassen, setzen wir: 

fB + Cx . /'B' \ C'x . . . , 

<> <> 
Die Functionen <f haben die Eigenschaft, dass sie, geschrieben mit den Ar- 
gumenten «,— tt k , tt\ — u k verschwinden für zwei Werlhe von x i} sowie für 
zwei VVerthe von x k . Betrachten wir also ein Product aus Functionen y ge- 
bildet mit solchen Argumenten, und alternirend für u, ... u u , am besten 
aus lauter y„ bestehend, weil wir auch sonst diese Function schon auszeich- 
neten, also: 

<hi (« -«•) ^i(«-»*i) -</3i(«-«J <fn(»i-*i)- ff 3 i( u M-i- U f) ~ ä i «i » - v- 
so sind die Nullpunkte des Products, insofern man es als eine Function von 
" oder von einem der v, allein betrachtet, leicht aufstellbar: dasselbe ver- 
schwindet, als Function von w z. B., für x = 0, und zwar vou der ,<*"" Ord- 
nung*); für x = x,, x = x,, . . . x = x (/ (wo das Vorzeichen der Wuraeln 
für alle dasselbe) je von der ersten Ordnung. Es ist ferner periodisch und 
erhalt, bei Vermehrung von «, «' um eine der Perioden: logp, 2A oder 
2A, \ogq, einen von der Summe: 

(t.M-u.-Wj » H oder von u.u' — u',—u, 

abhängigen Factor. Derselbe wird aber blos von u, respective «' abhängen, 
wenn mau zu dem obigen Product J den Factor: 

V,. («+«.+«, + •••-{ -«„) 
zufügt. Dividirt man noch durch das Product: 

so wird der Factor, den der Quotient bei Vermehrung der Argumente um eine 
Periode erhält, auch von u, u unabhängig, und ist, durch Multiplication mit 
einem geeigneten Factor, der für keinen Werth von «, «' verschwindet, gleich 

*) Ein Auadruck werde =0', wenn er Null wird wie ) f s- a filr s = a; er wird 
«iHtin Null wie die (f in jedem ihrer Nullpunkte (Rienwnn §. 2). 
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+ 1 zu machen (Riemann, §. 26). Dies gilt der Symmetrie wegen ebenso für 
die a t , u\. — Der Quotient: 

<P, ■ (» 4- + " t H 1- M /0 • J (M> »t » » « » • • • «f») 

' (") • <f>"i +l («, ) • ( f'n l («,) • • • <jr5i + ' 
ist also nach Riemann gleich einer rationalen, symmetrischen Function von 
x,, x,, ... x,,, yX„; x, y'X, welche in Bezug auf x, \'X fol- 

gende Null- und ünendlichkeitspunkte hat: 

0" für x = 0 i 

n , „ n also jü* für x = 0; 

0 W+1 für x = 0 I 

0 1 für x, \'X=Xn ) f X t ; desgl. für x, \'X=x i , }'X 2 ; . . • x, \'X=x M , ^X^; 

0' für zwei weitere Punkte, die von + h«^ abhängen, nämlich die 

zwei Nullpunkte von <fn(u+u l +ih-\ — nicht etwa von einer anderen 

der 16 Functionen tp, wie der einfachste Fall ,« = 1 in Verbindung mit dem 
Untenstehenden lehrt, — endlich noch: 

oo" + « für x=x. 

Diesen Bedingungen genügt für gerade p eine Function von der Form: 

wo f und (p rationale Functionen von x resp. von der Ordnung t/i+l und 
±,u — 2 sind. Denn die Zahl der zur Herstellung von // Nullpunkten im 
Zähler verwendbaren willkürlichen Coefficienten beträgt //. Der Klammer- 
ausdruck, gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung vom u-f 2'"* Grad, woraus 
sich die zwei noch übrigen abhängigen Nullpunkte berechnen lassen; für x=Ö 
wird der Ausdruck oo 1 , für oc : oc"" 1 wie verlangt. Obiger Ausdruck lässl 
sich also in Form einer Determinante schreiben, deren Reihen in den 
x, x,, x 3 , ... x u gebildet sind; nämlich für gerade /t ist: 

Vu (" + », H h Uu) . J(u, u, , . . . ty) 

^ , i +, C«).»a +l (« I )...gf. +, C^) 
)<X .x»"" J jX .x»"- J ... iX x»" + ' x* ... x 1 
} 'X, .x}"- 1 .x\"-> ... ^X, *r" +I x\" ... x, 1 



(2.) 



] f xx t x t ...Xf, 



t'x^r' } >x u .xir- 3 . . . ix, x»« +l 4" ... x, i 

wo p hier wie in der Folge einen Factor bedeutet, der für keinen Werth von 
x, x,, ... x M Null wird. Hieraus lösst sich leicht durch Nullsetzen von x„, 
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die Gleichung für ju— 1, also eine ungerade Zahl, herleiten; setzt man du» 
wieder u für 1, so kommt für ein ungerades jtt statt des Ausdrucks rechts 
in (2.) der folgende (den wir in der Folge mit dem in (2.) zusammen mit 
<f> u {x,\tX) bezeichnen wollen): 

,'A\x* f "- J > t 'X ... } X ^ x»<»+" *"■+•>... x 1 



,;a\) P . 



Dieser Satz (2.) und (2°.) ist ein Analogon zum dem von Hemrite*) fit 
elliptische Theta's aufgestellten. — Er lässt sich in mancher Weise auswertheil: 
so liefert er sofort den A beheben Satz, also das Additionslheorem für hyper- 
elliptischc Functionen, in der von Hermite aufgestellten Form; ferner lassen 
sich, je nach den halben Periodenwerthen, die man den u (bis auf zwei will- 
kürliche) beilegt, die Ausdrucke für sämmtliche Quotienten der 16 Functionen 
(f in den oberen Grenzen x, und x 2 bilden. — Von speciellen Fällen in- 
teressirl uns aber hier zunächst nur einer, den wir gleich unten anzuwenden 
haben : setzt man nämlich Xj = x 4 = • • • = x M = 0, so wird der Quotient link? 
von dem Vorzeichen von \X, \'X,, )'X 7 unabhängig, der Ausdruck rechts 
also rational und zwar: 

i ,p (a . ./ X \ = y«.C«-i-w, + i<,).y < ,(ii-«i,).y„CM-u,).y >l (t< l - M ,) 

, i J ' 1 ; 9>;.w-*i,c«,)-i»i,c«.) 

X — X..X — x,.x,~x, 

= p- L 7=^- J — — 

)xx { x, 

Auf ähnliche Betrachtungen gestützt, lässt sich eine Relation herleiten zwischen 
obigen algebraischen Ausdrücken und solchen Thetaquolienten, deren Ar- 
gumente wesentlich aus drei Integralen erster Gattung bestehen. Wir fahren 
hiervon einen speciellen Fall an, der uns direct auf die: 

I. Bildung der Integrale dritter Gattung führt, nämlich: 

.'4 ) ?..(«.-".-«.)•?.,(«■+«,+«.) _ a,-x r a,-x t 

welche Gleichung sich durch Vergleichung der Nullpunkte etc. etc. wie oben. 
*) Brief an Jacob*. Bd. 32 diese« Journals. 
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ergiebl»). - Nun lehrt Riemann (§. 25 ), dass sich \* 9 *"("i±?*±<> durch 

die Summe zweier Integrale dritter Gattung ausdrücken lflsst. Bildet man 

also in der bekannten Jacobischea Weise tflog y "( g + " l indem man rechts 

die partiellen Difierenlialquotienten transformirt, so erhält man, wenn: 

a = cf, + aj, « = + 



V (•*, — «, — «,) 

f (« + i.).T(— 0 i SS + S? du ü 

L c/a da' -W-" p.a,— ar,.a, — x, t y'X, ' /X, 



wo: 



wo wieder 

v ~ y:, (•).»:>) 

für a 2 = 0 in den obigen rationalen Ausdruck übergeht, und wo p dasselbe 
wie in (4.) ist. [-^p] n _„ kann nicht von ^A,, y f X 2 abhängen, weil der Aus- 
druck rechts eine Summe von zwei Integralen dritter Gattung sein muss. 
daher muss auch x, — a, ein Factor von A',, x t —a t ein solcher von A\ sein 



*) Diese Gleichung lä»st »ich durcli ciuigc Rechnung aucli aus dem Rosenhain- 
Bchcn Kormclsystom (Anhang) herleiten. Der Absatz 6rf daselbst liefert nach einiger 
Reduction mittelst Formel (100.) die folgende Beziehung, welche für a, =0 in die 
obige Gleichung Ubergebt: 

Vi i (0) (»+») Vi = <p\ . («0 .(«O-^I .00 ? ! .(») +fl .(") 9*1 . C»Hp ! . («0 v 1 . (»)• 

Auch die Gleichung (3.) lässt sich als rationale Thetarolation darstellen und lehrt, 
auch ohne Riemannschc Theorie (Hermite, compt. rend. Rd. 40), die höchst einfach«* 
Reduction solcher Theta, deren Quotienten Herr Prym (Neue Theorie der ultracllipt. 
Funct. Wien 1865, S. 70) mit Uniecht als die allgemeinsten eines algebraischen Aus- 
drucks fähigen ultracllipt. Thctaquotienten bezeichnet, solcher nämlich, deren Ar- 
gumente aus der Summe von drei Integralen bestehen, auf solche mit nur zweien. 
Au« den obigen Formeln und einigen analog gebildeten lassen sich leicht algebraische 
Ausdrücke für die Quotienten zweier solcher ÄoienAaiwscber Theta's ableiten, deren 
Argumente eine Summe beliebig vieler Integrale sind. 
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und diese übrigens noch Functionen von resp. x l und x 2 allein sein, so dass man hat: 

rnno« l"lnir ») dlogyj.Q) dlogyj.OQ ,"1 

const. [log Vji( . + B) ^ « ^7 »J. B .„ 

_ /' dx f(x) f dx ftg) 
J x-a t ' VX Y ' ' 

Setzt man jetzt x 2 = 0, also « 2 = 0, so lässt sich K, und K 2 aus (4.) bilden, 
man erhält: f(x) = x. Aehnlich bildet man die Gleichung (4.) für die übrigen 
fünf unpaaren cp and erhält Relationen, die sich in die folgende 
fassen lassen*), für « = «, + »,, a = a, + a„ und v = 0, 1, p-, ... x: 



(5.) 



< q.-» r i ng y»>c«-«o | ^iogy,'.(«) „ , ^iogy;,(g) .,,1 

j /* rfx j— y /' rix <r — » 



II. Um demgemäss die Gleichung zu transformircn : 
V CS VX-VA ^ 

,f/ ((^^"F^Txl^ = consl 

iwo noch 



(6.) 



= const. , £u[ = const. , 
so kommt unter Berücksichtigung von 

nach Transformation mittelst der Gleichungen (5.), für t»j = 0: 



wo die Constanten rechts in (6.) und (6\) jedesmal andere sind 



*) Aus der angeführten Thetarelation (s. umstehende Note) lässt sich K t , K t direct 

bilden, indem man die ^— - berechnet, ehe noch a, = 0 gesetzt worden. Hieraus lässt 

sich, mit allerdings einiger Rechnung, die Relation für Integrale dritter Gattung direct 
und ohne Riemanmcbe Sätze herstellen. — 

Uebrigens sind diese Relationen schon lange auf anderem Wege von Herrn 
Weierttrau aufgestellt (Bd. 47, §.4 dieses Journals). 
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III. Um ferner den Ausdruck: 

in einen bloss mit den Argumenten a und /? geschriebenen zu verwandeln, 
hat man (4.), (3.): 

9^ (fly.,(«-Oy.,(«-p.)y,,(»-r »,+».) _ »-y ,"-y, ✓* 
) v ? , (ß) 'f , , C« + g, + »») y, ■ ( tt - p. - O = consl o-y.-q-y, 6 

= const. 5ü.gSE*4«, 

wo const. von a und 6 unabhängige Constantc sind. Durch Multiplication der 
zwei letzten Gleichungen und Division des Products in die erste und nach- 
malige Quadrirung kommt: 

IV. Die früheren Bemerkungen ergeben uns «fo? Lösung des folgenden 
Umkehmngsproblems , welches Horr Clebsch a. a. 0. für elliptische Integrale 
aufgestellt und gelöst hat: man soll aus den ( u + 2 Gleichungen: 

(8.) = ; £u t =r, J f"%' H r'T*\ .-A 

(wo A = 1, 2, . . . /i und ^ «, . . . die frühere Bedeutung haben) die oberen 
Grenzen s t , Sj, ... bestimmen, (lieber eine andere Form der ju letzten Glei- 
chungen sieho II.) — Nach (2.) und (2°.) enthüll der algebraische Ausdruck: 

^ + ,i*,iaj - ^ (ll)v ,v*c l )... f r, +, (i + o" 

ii + 2 willkürliche Coefficienten ; lassen sich diese bestimmen, so ist: 

eine Gleichung vom fi + 4" n Grad zur Bestimmung der ßt + 2 Wurzeln x, . 
j 2 , ... a^+i, wenn wir die zwei anderen, symmetrische Functionen jener 
u-f 2, kennen. Nun kann man aber den ,a letzten Gleichungen des Probleins 
die Form geben: 

^V*)T ll (/?*+f)^,,^,« 1I ««+0 ?„0M t>)tfi +, («0 W 
Dies sind // Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten in *(x, v'X); *wei 

ttlr Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 36 
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andere liefert die Bemerkung, dass, wenii man durch das einfache (Jacobische) 
Umkehrungsproblem e, und c 2 berechnet aus: 

(I i) II 0 

dass dann auch </r„(«+«)=0 wird für u, u'=~y^ ~y\ und für u,u' = -y 7 , -yr, 
dass also auch: 

*„-, »(c„ - )'C.) = 0, «Ty,, (c, , - V C) - 0. 
c, und c, sind also die zwei anderen Wurzeln von 4* und man hat zur Be- 
stimmung der Coefficienten die Gleichungen: 

die x, bestimmen sich also hieraus als eindeutige Function von e, r', c 0 r 2 , . .. «„■ 
V. Die Bedingung zu finden, unter der die folgenden Gleichungen 
neben einander bestehen *) : 

v 1 j '%M<pM%M 



wo in P = p. ix+p'. o + q.\ogp + q'. 2A, P 1 = p.o+p'.iJi-t-q.2A + q'.logq, die 
p, q . . . ganze Zahlen sind (nicht zu verwechseln mit p, q in log/» und logf), 

desgl. die h,; wo ferner unter dem 77- Zeichen das betreffende Product mit 
Ausnahme des Factors, für den i — x ist, vorstanden ist, und wo in den u 
letzten Gleichungen die Wurzelvorzeichen so zu nehmen sind, dass, wenn 



ist. Wir bilden wieder Gleichungen von der Form (8".) und an Zahl 
viel, nur ist durch zu ersetzen ; dadurch entsteht eine Bedingung»- 



*) Ueber den geometrischen Sinn des Problem« vergl. die Abhandlung von 
Herrn Clebsch „Uber diejenigen Curven etc." Bd. 64, 8.240 dicecu Journale. 
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gletchung, die Eliminalionsgleichung aus: 

* / . + i(«*,^*)-^.*^ + i(**,»») = 0» *^.(c,,-> / C l ) = 0, «^.(«„-»'O^O, 



Nun zerffillt die so entstehende Determinante in solche, die nach den Factoren 
q t , q 2 ... unterschieden worden können. Diese sind aber alle aus einer unter 
ableitbar, indem man die a(ß) mit den entsprochenden ß(a) verlauscht; denn 



durch Vertauschung von o, mit b„ geht q, in -J- über, also wechseln dann 

v« 

in obiger Determinante die zwei Glieder in den Elementen einer Horizontalreihe 
ihre Plätze. So lassen sich alle in die Determinante aus den letzten, oder in die 
aus den ersten Gliedern überfahren, und beweist man von dem Quotienten dieser 
Glieder, dass derselbe =-1, also ihre Summe Null (also unabhängig von 
einem a oder 6), so muss obige Determinante selbst verschwinden. 

Nun aber ist die Determinante aus den ersten Gliedern nichts Anderes, 
als die Eliminationsgleichung aus: 

*„ + .(«a,M>) = 0, Ä=l,.../i und *„ + i(c 1 ,-y*C I ) = 0, tfv.Cc-y'C,) = 0, 

daher ((2.) und (2°.)) gleich 

y„ («„«„••• *„, -y„ -y«) y» («,+«. + - 4- «*-y, -y«) . 
& ' Cr, ) < J Cy.) W («,)... («„) 

und weil 

so ist der Quotient dieser Determinante und der aus den letzten Gliedern: 

ti+2hi Sqfr-ßd-Sjti-fa qp„(«,+-+«,-y,-y«) 
^ ; ' <Ps,(A + - + Ä.-*-r.) 

~ y,,(g<+y,)p,,(«<+y,) ?..(«■) y„(A+y,-fy,)y,.(Ä)'p,,(Ä) 
V 9, 1 (« < +r I + r,)9>„C«0».,(«0 »,,0%+y.)v.,(A + r,)9..(A) 

Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (7.), dass der unter dem IT- Zeichen 
stehende Quotient =1; endlich ist: 

?,.(«,+ -+-,-*S(* + Ä)-y) _ ftiffiy^-y) 

*..(fl + "-+fr-4Jr(«.+Ä)- y) ».i + y) 

36 # 
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daher der Quotient: 

unter der Bedingung, dass von den Zahlen p, p', ... h, die Gleichung: 

(10.) (y+l)(9'+l)+/»?4-A 1 + A J 4 - + A^ = ,«-fi (mod 2) 
erfüllt wird, was auf 2" +J Arten geschehen kann. — 

Sind in den Gleichungen des Problems x' Grössen a, gleich den ent- 
sprechenden ß,, so vermindert sich die Zahl der A, um und man hat die 
Bedingungsgleichung : 

(10\) {p >+l)(„^i)+p a + l tl + k t + + = ju+l (mod 2) 

die aur nur 2 ü+i -' Arten erfüllbar ist. - Für u = x' = i kommt ein Aus- 
nahmefall, der nur zehn verschiedene Arten zulässt. 



Die hieran sich knüpfenden geometrischen Folgerungen genügt es wohl 
hier nur andeutungsweise zu geben, nachdem Herr Clebsch dieselben für die 
Fälle p = 0 und p ~\ ausführlich dargelegt. Ich übergehe alle analogen 
Schlüsse die sich für p = 2 an die ersten §§. des Aufsatzes über den Fall 
p = 1 *) anreihen und gedenke hier nur eines Unterschiedes. Die Reduction 
nämlich der Coordinalenausdrücke als Functionen des Parameters vom n"' 
Grad auf solche von J«"" Grad hat sich für den Fall p = 2 als unthunlich 
und unnöthig herausgestellt; man kann ja die constanlen Nullpunkte überall 
in die Constanlen eingehn lasson. 

Ich führe hier nur das Rechnungsergebniss an für den Fall einer Cune 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt (n — 4). Die allgemeine Gleichung 
derselben hat die Form: 

x\.x 7 .x i + 2xi.f 3 +f 4 — 0 

(wo die Indices den Grad der homogenen Functionen f in x 7 und x s an- 
geben), wenn nämlich die Coordinatenaxen x 2 nnd atj mit den zwei Tangenten 
im Doppelpunkt zusammenfallen. Eliminirt man x 3 mittelst des Büschels von 
Geraden: a^ + Äx^O, so kommt: 

x\l + 2x t x?(ß+lß l + k% + i%)+xl(r+ky l + ~. + Vy>) = 0 

oder 

xlk^XtXjBj + xlCt = 0. * 
*) Bd. 64, S. 210 dieses Journals. 
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Um rationale Ausdrücke der x { in den X und \'jt h zu erhalten, führt man 
den Büschel /> + p.gr = 0 ein und erhfilt: 

Man erkennt sofort, dass die ohcn erwähnten vier Conslanton Nullpunkle, die 
den Dreien gemeinsam sind, die vier Wurzeln von C« = 0 samml dem po- 
sitiven Wurzelzeichen sind; 1 = 0 und A = oo, sammt dem positiven Wurzel- 
vorzeichen, gehören dem Doppelpunkt als Parameter an. Bringt man den 
Wurzelausdruck durch die Transformation 

iWj wi| X — füg 1 X iWj 
wij — m t X — m t nt X — bi, 

(wo Mi, »»,, i»j drei beliebige von den sechs Wurzeln der Gleichung y/ b = 0 
sind) auf die Normalform: 

A t , = B i -XC i = p\X-m l f.xA-x.\~x i xA~X 2 x.\-^x==p' t {X-m l t.X, 

(wo das X natürlich in 1 — X 2 x ein anderes als das des Parameters ist; p 
ein constanter Factor) so geht das Parameterpaar des Doppelpunkts, 0 und 

oc, in — — — und — über, so dass die beiden Doppelpunktsintegrale sind: 

m, _1_ 

a=J^-dx, [i^-Z^-dx, 

(a' und {¥ entsprechend gebildet). — 

Wir wenden uns jetzt zur Constantenbettimmuny de* Abelschen Satze*, 

der für die Schnittpunkte einer Curve n x " Ordnung mit " "~ 3 -1 Doppel- 
punkten mit einer beliebigen Curve m'" Ordnung folgende Bedingungen stellt : 

\2u t - —g-c+p.vi+p'.o + qAogp + q .2A, 
(11.) LS«; = ~ .c'+p.o+p'.in + q.ZA + q'Aogq, 

ii ii 3 

wo x=l, 2, ... — ^ 1, und wo die />, 0, A„ dieselbe Bedeutung haben wie 

in (9). Die »i, ...«,„ sind die Parameter des Schnittpunktsystems, die o,, 6,, 
»i-t 6 2 , ... a .,._i 6 .,.^ die Parameterpaare der Doppelpunkte. — Diese 

I 2 ' 

Gleichungen ergeben sich aus der Anfangs II. notirten Formel vermöge der 
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dort erwähnten Transformation. — Die c und y t hängen bloss noch von der 
Carve n"* Ordnung ab. Lässt man eine Curve » — 3"' Ordnung durch die 
Doppelpunkte gehen und in einem Punkte ausserdem berühren, so entspricht 

dem Berührungspunkt eine der oberen Grenzen 0, 1, -^r, ... <x,- denn nur 

für diese YVerthe verschwindet yA und somit die Zweideutigkeit der Coor- 
dinatenausdracke ar,, ar„ x„ wo: 

■ »—3 

= A OH 

Daher ist dann: 

c= £ {«, + /?,), c'= i (aJ + A). 

Lässt man ferner zur Bestimmung der y, die Curve »— 3"* Ordnung durch alle 
Doppolpunkte, ausgenommen den x"" gehen und in zwei anderen Punkten je 
zweipunktig berühren, so werden in (11.) alle Gleichungen, die <p~Producte 
enthalten, illusorisch, bis auf die x' e ; diese wird für p = p' = ... = h, = 0: 

<^(«*-<> ( ,' ) )y;,(>.-i> t ,' ) ) ^ y..(«--».-)y„0'.-ft) 
wo zugleich 

e{ .) + r ^> = f^+A , er + c ,.,< = < + ß. , 
oder, vermöge III: 

7m »:.c-.)»:.q»-)v:,ca) " o*.,ca-« 

Jede andere Annahme von p t q, . . . h„ hätte dasselbe gelehrt. 

Die von Herrn Cifefedk im §. 15 citirlen geometrischen Satte fahren 
alle fort zu gelten, wenn man darin: die Zahl der r fachen Berührungspunkte 
jedesmal, so oft sie vorkommt (u +1, /H-f'+l), um 1 vermehrt (weil die 
Zahl der Bedingungsgleichungen um eine zwischen Integralen erster Galtung 
vermehrt ist), die Zahl ».« — 3 überall um 2 vermindert, und wenn man 
endlich die Anzahl 4 der hypcrelliptischen Perioden statt 2 setzt, d. h. r" +4 ~*' 
statt r" +, ~*', r 4 statt r 7 , desgl. für r\ — Nur eine Ausnahme ist zu notiren: 
für den Fall n = 4, ,« = 0, und r = 2m-fl (wo m beliebig und der Grad der 
Schnittcurve ist) ist nämlich die Anzahl der möglichen Berührungspunkte 
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I) 4 um den einen Fall zu vermindern, wo p = q = p' = q' = 0, wo also: 

«, + »2 = 0, «', + tf 2 =0, 

indem x, und x 2 hieraus nicht bestimmbar ist. 

Auch die Sätze IV. (§. 16) lassen sich hier reproduären , wenn man 

die obenerwähnten Aenderungen vornimmt und noch folgende: 2 f>+, ~*' durch 

die in V. aus Gleichung (10".) gewonnene Zahl: 2^ +J ~*' ersetzt; desgl. 

"•— 1 42-,« •did+i-»' "•"- 3 

2 ' durch 2 2 und endlich 2 2 durch 2 1 . 

Hieraus folgt für n = 4 : die Anzahl der Doppellangenten einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt ist =16, mit einem Rückkehrpunkt 
= 10 (s. V. am Ende). 

Sind P, Q, P", Q', H die Periodenzahlen für Schnittcurven zweiter 
Ordnung mit einer Curve vierter Ordnung, so hat man durch Zerfällung der- 
selben folgende Sfilze: 

Von de» 31 Systemen von Curven zweiter Ordnung, die in vier Punkten 
eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt zweipunktig berühren, ent- 
halten die 30, für welche P, Q, F, Q' nicht gleichzeitig Null sind, je vier 
Paare von Geraden, also je 8 Doppeltangenten; und diese 30 Systeme gruppiren 
sich zu Paaren so, dass jedes Paar alle 16 enthält. Somit kann jede Doppel- 
tangente, mit einer anderen gruppirt, alsib Systemen zugehörig betrachtet werden. 

Und allgemein: die 2 2 Curven n-S 1tr Ordnung, welche die Curve 
n'" Ordnung mit "'" 2 ~ 3 — 1 Doppelpunkten in w ^~ 3 -f-2 Punkten zwei- 

punktig berührt, lassen sich auf 15.2 2 Arten so in zwei gleiche Gruppen 

m.m-l 

t keilen, dass jede derselben 2 2 Paare von Curven »-3'" Ordnung liefert, 
die einem und demselben System von Berithrmgscurven 2(»-3)'" Ordnung 
zugerechnet werden können. 

Darmstadt, 1. October 1865. 
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Sur un cas particulier de la surface du quatrieme 
ordre avec seize points singuliers. 

(Par M. A. Cayley ä Cambridge.) 



ans la nole „sur la surface des ondes" {UoutiUe t. XI, 1846) 
jai etudie sous le nom do tetraedroide In surface du quatrieme ordre douee de 
seize points singuliers, et quune trausformation homographiquo fnit nailre de la 
surface des ondes. Mon point de depart a ete la propriele fondamentale suivanle. 

.,1* tetraedroido est une surface da quatrieme ordro, qui est conp« 
par les plans d'un certain letraedre suivanl des paires de coniques par rapport 
auxquelles les trois sommets du tetraedre dans ce plan sont des points con- 
jugues. De plus : les seize points d'inlersection des quatre paires de coniques 
sont des points singuliers de la surface, c'est ä dire des points oü, an lies 
d'un plan tangenl, il y a un cöne tangent du secoifd ordre". 

Dans la meme note j'ai reconnu Pexistence de seize plans singuliers qui 
touchenl chacun la surface suivant une conique. II est interessant d'cxaminer 
de quelle maniere mes formules se ratlachent ä Celles de 31. Kummer 
dans ses belles recherches (3Ionatsberichl der Berliner Akademie für 1861 
pp. 246- 2t>0 et 495 — 499) relatives ä la surface du quatrieme ordre 
douee de seize points singuliers. 



Partanl des formules de M. Kummer il couvient, pour plus de Sym- 
metrie, de changer les signes de a, f; puis en remarquant que dans l'equauon 
(3.) p. 250 on doit avoir (voir p. 496) + \cf au Heu de —\c[, l'equation de 
la surface sera 

«V r ? + 6VV + cyq 1 + tPpV + e 7 qV +/V » J 
+ 2bcp 7 qr -f 2cepq i s — 2b[pr t s — 2efqrs l 
+ 2capq t r -f 2afqr > s - 2cdqp l s - 2fdrp$ i 
+ 2abpqr t - s [-2bdrp t 8—2aerq 7 8—2depq8 l — 4gpqr* = 0. 

Pour donner les equations des seize plans singuliers de cette surface je pose 
d abord pour abreger 

ad = a, be = ß, cf=y, 
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et je determine Ar au rooyen de l'equation cubique 
puis j'introduis les quantites 

6 . d 

P = ■ + <* +*+7 r + T*' 

, a e 

q = -cp ■ + T r -y-pjt, 

r b a , , 

r = -k+ip'-kl ' + fi> 

enfin je denole par p,, q n r M p,, a,, r 2 , * 2 ; Pn ?j, r,, «, ce que de- 
viennent les quantites p', 9', r\ »' en y substituant successivement pour * les 
trois racines Ar,, Ar 2 , Ar, de l'equation en Ar. Cela pose les seize plans sin- 
guliers sont donnes par les equations 

p = 0, q = 0, r =0, s = 0, 

Pi-0, ff, = 0, r, = 0, *, = 0, 

p 2 = 0, ff, = 0, r 2 = 0, «,^0, 

Pj = 0, 93 = 0, r, = 0, *, = 0. 

En prenant une ligne quelconque (p„ o,, r,, »,) et une colonne queiconque 
(r, r 4 , r 2 ,rj), puis en omettant le terrae coraraun r,, on a une des seize cora- 
binaisons (p,, g,,*,,r,r 2 , r,) de six plans qui se rencontrent dans un des 
seize points singuliers. 

Supposons que les plans p, *,, r 2 , q s se rencontrent dans le meme point. 

Pour que cette circonstance ait Heu il faut que la condition Mf'l"!^ = 1 
oti ce qui est la meme chose Ar,(Ar,— *,)—_(*,— Ar,) =0 soit remplie; mais si 
cette condition est remplie, non seuleraenl les plans (p, r 2 , gr,) se rencontrent 
dans le möme point mais aussi les plans (ff,p,,* 2 , r,), les plans (r, q, , p, , s } ) 
et les plans (s, r,, qi<,pj). L'equation Ar J (A: l — Ar,) — (Ar 2 — Ar,) = 0 appartient 
evidemment ä un Systeme de six equations, et fune quelconque de ce? 
equations donnerait un resultat semblable; cbacune de ces equations conduil, 
comme on va voir, ä une certaine relation entre les quantites g, a, fi, y 
(ou g, ff, b, c, d, e, f) relation en vertu de laquelle la surface generale du 
quatrieme ordre douee de seize points singuliers se reduit au tetraedroide. 
Pour former la relation donl il s'agit, il faut egaler ä zero le produit dos six 

Jounwd fUr Mathematik Bd.LXV. Heft 3. 37 
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fonctions analogues a An) — Je forme d'abord le prodnit dag 

trois fonctions *j(Ar, — *,) — (*,—*,), *i(* 2 — *»)—(*,— *,), *,(*,-*,)— (A,- 4,), 
et en represenlant pour an moment l'equation en k par aA , + 6*'+cA+b = 0, 
on trouve que le produit des trois fonctions est egal a 

P+Q } 'J = (6+c)(6c+9ab)-6(ac I +6 , b) 

+ (6 + c - 2a - 2b) /SV - 46'b - 4<u* + 18abcb - 27a 5 V 
et en substituant pour a, b, c, b leurs valeurs a = y, 6 = — g — \a+ \ß+\y, 
c=— g-\a — iß-\-\y, b = — a, on trouve, toute reduction faite, 
P = -2g i +lg(Za*-iOZaß) + 2(ß-y)(y-a)(a-ß), 
. Q = -2*, 

+ fr (.2V + 1 2Zttß - 26-T« 1 /^ + 244-ZV#')- 
Cela pose, l'equation cherchee est P 1 -Q i J = 0, c'est a dire: 

+^ . 4 + 4Za*p - 2Za'ßy) 

+9 .(ß-rKr-«H«-ßX*° 7 -™z«ß) 

Cette equation, dans laquello a = od, ß = be, y = cf y constitue la conditio» 
sous laquelle la surface de M. Kummer se reduit a un telraedrolde. 



Je passe ä present a mes formules de 1846. En ecrivant pour plu 
de commodite [* t g*, h 1 , /*, m\ n* au Heu de f> g, h, /, m, n mon equation 
du tetraedrolde est 

• tt\ »% «» 

y\ h\ . r, 

i, r, ■ «* 

ou ce qui est la möme chose 

{A, B y C, D t F, G, U, L, M, N) {x\ y\ »\ wj - 0, 

c'est ä dire 

Ax*+Bg*+ C**+Dw'+ 2Fy V+2GsV+ 2Ä»y+ 2LxW+2Mg V+ 2JV»V = 0. 
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oü les coefficients ont les valeurs 

A=2m l nY, B = 2H 2 Pg\ C = 2Pm 1 h\ D = 2f i g 2 h\ 

G = m 5 (-f^ + mV-ii 2 A J ), M = g > {-Pf+n?g l -t?l?), 
H = » 2 (- Pf - + »' A J ), JV = A J (- Pf 1 - mV + t? A*). 
Les coordonnees des seize poinls singuliers sont 

(0,±A,±£,±/), (±*,0,±/;±m), (±£,±£0,+»), (±/,±m,±«,0), 
et les eqaations des seize plans singuliers sont 

• ±*y±mz±fto = 0, 
±nx • +/» ±gto = 0, 
±mx±ly • + hv> = 0, 
±/fc ±«r±&* • = 0, 
oü Ton donne des valenrs quelconqnes anx signes ±. Poor comparer ces plans 
aux plans de M. Kummer j'ecris le tablean 



P, q, r, 1 1 • +iiy-i»u+/w|-ius . +fc -fpu, 
Pi» ?t> r t»*i| — Hl • -\-hv>\—fx -\-gy—h* 



mx-ly • +hw 

-f* -sy+** 

ny-}-m*-J-/«p 



-/x -gy-l* 



Pt>9»» r i»*jH fx —gy—ta • • —ny—ms-\-ftD\—nx • — ls ««— • — **" 

et j'obtiens les valeurs snivantes 

p = • ny-m*+fw, 

q = — »x • +U +gw, 

r = mx—ly • +A», 

$ = — fx —gy—h* ' 

En resolvant ces eqaations par rapport ä x, y, », » et en posant pour abreger 
6 = lf-\-mg+nh, on trouve 

= • -kq+gr-U, 
Oy = hp • -fr -ms, 
0» = -gp+fq • 

valeurs qu'il s'agit de sabstitoer dans l'equation 

U= (A, B, C, D, F, (?, ff, L, If, JV)(**, y\ = 0 

de la surfaee dont il est question. 

37* 



ny—rm—ftc 
fix • — gto * 
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De l'expression de U en p, q, r, * je ne considere d'abord que le lerne 
multiplie par p 7 q\ Designons par ß le coefficienl de pY dans PU, nous aurons 



6= 6/V >-2/WA 7 



6iy 



<\ 5 / r? /•? „?_I > „7l?\ / ^ i L3r /> i LT\ 



+*'(-,"-/+*') 

+(^+/-4i/)(-i I -/«+A 2 ) 



+at x2^( rr-*V-*V) 

les letlres i, * elant introduites pour designcr los produits 

//" = •', mg=j> nh-k. 

Apres toutes les reductions on obtient 

(S = 2A 7 ((«+J?-*T = 2A , (i+i+A) , (-i-i+Ä) J = 2A^(-i + 

pour le coefficient de p 7 ^ 1 dans 0*U, ou ce qui est la meine chose 

hH-i-j+kf 

pour le coefficient de p*q* dans {(PU. 

En calculant de meine les aulres coefficienls de {(PU et en ecrivaul 

* 

pour abreger 

i—j — k= lf— mg—nh — a 

— i k = — lf-\- mg — nh = b 
—i—j+k = —lf—mg+nh= c 

l'equation transformee sera 

f V q> r 7 + f AVp 1 + AVp 7 ^ + /VpV + m' 6* ?V 4- n 2 c' rV 
+ 2gkbcp*qr + 2 AmAc p^ 7 *— 2^» bc pr 7 s — 2mnbc qr» 7 
+ 2hfcapq t r + 2fnca qr 1 * ~2hlca qp 7 t — 2nlca rps 2 
+ 2fgabpqr ! + 2^A»A rp't ~ 2/maA r$r 2 * - 2lmab pqt 7 

— (b — c)(c—a)(a-b)pqrt = 0. 

En posanl 

a'=fa, <f = la, - 4g' = (6-<?)(c-«)(a-6), 
/>' = #6, e' = m6, 
c' = hc, f = »c. 
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les quantites a', b', e', (f, f\ g sont Hees par une relation. Pour en 
prouver l'existence on n'a qu'a faire 

a'tf = a' } b'e' = {?, c'f' = y' 
et ä se servir des expressions de a, 6, c en f y g> h, l t m, n, alors on obtient 

-2a' = a'(6+c), 
= 6 5 (c+a), 
-2/ = c J (a+o), 
— 4^' = (6— c)(c— a)(a— 6), 
equations, qui impliquent une relation entre /?', y', mais en supposant 
qne a', 6', c', rf*, e', soient des quantites qui satisfont ä cette relation, 

il existe toujours des valeurs correspondanles de f t g, k, l, m, n, c'est ä dire 
que 1 equation du tetraedroide est identique avec celle de M. Kummer toutes 
les fois que les coefficients a, b, c, d, e, f t g de cette derniere sont lies par 
une certaine relation. Ecrivons comme auparavant ad—a, be=-ß, cf=y, 
cette relation se trouve en eliminant a, b, c entre les equations 

-2a = a'(o+c), 
-2/9 = 6»(c+a), 
-2y = e>+o), 
-ig = ( 0 - c )( c -a)(a-6), 

et il ne sagit que de prouver l'identite de cette relation avec celle que nous 
avons trouvee ci-dessus par d'autres considerations. 
J'introduis les nouvelles nolations 

ßy+ya + aß~ — \Q, bc+ca+ab = q, 
aßy = — ^R, abc = i, 

je forme l'expression 

2(ß-y) = -(bc+co+ab){b-c) = -q(o-c) 
et les deux expressions analogues pour 2 (y— a), 2 (a—ß) ; j'en deduis le resultat 

8(ß-y)(y-a)(a~ß) = - ({ i (b-c)(c-a)(a-b), 
enfin je note les equations 

{b-cf(c-ay(a~bf = -4q J -föV+18*qt-27r*-4p J r, 
P =» pq — 3r, 
Q = q'-^pqr + Sr», 
R = pqr 7 -r 3 , 
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qui donnent la transformation de leurs premiers membres en fonetion de », q, r; 
cela pose et a l'aide de ces valeurs on forme les egalitea 

M2(ß-r)(r-«X*-ß)9 % 4q , +^) , q*+18^J<^r-27T , -4^5*^)q•(6-c) , (c~o)*(o-*) , 
Zb6(-£a *ß+4£a % ß , -2£a % ßy)g t = ( 6q , -» , q , -i8^)<lr+27^ , +2p*r)^^•(fr-c) , (o-^»)'(<^-*) , 

M(ß-ry(r-*n"-(W )q , (6-c) , (c-a) , (a-6)' 
qai multipliees par 1, 2, 1, 4, ajoutees ensemble et divisees par 128 con- 
duisent a l'equation finale 

+^ . 4 (- Sa l ß + iZa'ß 1 - 2Xa*ß r ) 

+9 ■ (/9-r)(y-«)(a-/?)(^a a -10^«/!f) 

+ *(ß-rnr—n—ßr = 0 

identique avec celle qne i'on a trouvee ci-dessus, ce qui acheve la denton- 
stration qoe Ton avait en voe. 

Cambridge, 18 mai 1865. 
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Satz aus der Störungstheorie. 

(Aussog aas einem Schreiben an den Heransgeber.) 
(Von Herrn Sckeitmer in Leipzig.) 



Es Mi M die Sonne, m ein Planet mit der elliptischen mittleren Ent- 
fernung a, Excentricital e, mittleren Anomalie g=nt+c, so dass aV = x 7 (J/+m). 
Es sei ferner fi ein Komet, Asteroid oder Mond mit zu vernachlässigender 
Masse, so kann man die vollständigen Bewegungsgleichungen von /i in fol- 
gender strengen Form aufstellen. 

Ueber der Länge a als Grundlinie construire man aus den drei Massen 
ein fictivet Dreieck M'm'p', dessen drei Seiten JfW = a, ji'fi' = R, »V = r 
den entsprechenden Seiten des wahren Dreiecks Mmft der drei Körper parallel 
sein sollen. Bezieht man dann die Lage von /*' auf ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt von a liegen mag, dessen 
x-Axe durch Jf' gehen und dessen xy- Ebene der Ekliptik oder Ebene der 
Planetenbahn parallel sein soll, so ergeben sich die Differentialgleichungen 

<!+•«•#)(£-».-£•) = f , 
(l+ecosj)(-3jJ+») = 3jL, 

wo xur Abkürzung 

geschrieben ist. Den (letzten) Multiplicator dieses Gleichungensystems erhält 

man ohne Schwierigkeit. Da hier unter / nicht die wahre, sondern eine 

fictive Zeit verslanden wird, so hat man, um nach geschehener Integration 

die Lage von /* zu finden, für das Verhaltniss der Seiten des wahren und 

des fictiven Dreieckes den Werth 1 — ee:l+ecos^ zu benutzen. 

Für e = 0 fallt das fictive mil dem wahren Dreiecke zusammen; man 

kann diesen Fall als das ungestörte Problem betrachten, wobei die Producte 

econg dU ecoag 3U ecosg dU ♦ 

i-\-ecoag 8s ' i + ecoBg By ' 1-f «cosj d* 
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die störenden Kräfte ausdrücken. Schreibt man dann 

dx , „du dt y 

so nehmen die ungestörten Differentialgleichungen die canonische Form an 
dx dB dy dB dz dB 

~dT~ ~dJ-> ~dT- W dt ~ ~dj ' 

dl dB dt) dB dj dB 
dt ~ dx' dt ~ dy ' dt ~ dt' 

Da H einer Constanten gleich ist, der letzte Multiplicator die Einheit wird 
und die unabhängige Variable t nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 
drei Integrationen zu leisten, um die Aufgabe für e = 0 auf Quadraturen zu- 
rückzuführen. 

December 1865. 
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3n ber S. SBinter'fajm S3rrlag«banblung in 8tipjig unb $eibetbcrg ifl trfd)teuen unb bura) 
ade ©ucbfanblnngen jut Unftcfet ju bcjiefcn: 

Dr. (grttl, Vroftffor am $oIot«$mhim in Äarl«ru&t, geljrbudj Ö« Qflfltmcinen ^Irit^mctil 
jum ©ebraud&e an ljöberen i'e&Mnftalten unb kirn ©elbftftubiwn. Grfter Ifceil: Die 
atigemeine Äritljmetif bi« etnfdbtiefjli^ jur fcnmenbung ber {Reiben auf bic 3tnfe8)in0 * unb 
»ientenrecfrtung nebft 1130 Uebung«aufäaben eut&attenb. gr. 8. ge$. ^rei» 2 £blr. 8 ©gr. 

flnfjang jn bem Kebrinifie ber allgemeinen Stritbmetif. Die Wcfulrate unb «nbeutun« 

gen jut «uflöfung ber in beut ?ebrbua)e beftnblicben Aufgaben entljaltenb. gr. 8. fl cf>. 
frei« 10@gr. 

Üe&rbnu) ber allgemeinen Hritb,mcttt jura ©ebrautbe an beeren &bwnftatten unb beim 

©elbftftubium. £v>ütex Iljeil: Die <£ombination«leljre, ben bim>mif<$en ©afc, bie 3ßab,r* 
fa>etnttcbJettSre$nMig unb bie fia) auf bie menfäjüaje @terbli(bfeit grünbenben SRe^mmg»* 
arten nebft Uebung«aufgaben ent&altenb. gr. 8. ge$. frei« 1 2#r. 10 ©gr. 

Hinang an bem jtoeiten Steile be« «e&rbnoje« ber allgemeinen «ritfimeiif. Die 9te» 

fultate unb Stnbeutungen jur Stuflöfung ber in bem tfebrbuc^e befinbti^en Aufgaben 
entljattenb. gr. 8. gelj. 6 ©gr. 



ftDrtf ffttttott /iWujkirtt SBpdjcnf^rift füt mfcbanifcbc Üecfmif unb Organ für §abrilanten, ©e> 

„ yjlü UIUllIl^ tter&trfibenbt unb I«$ntter. ^rc;« eitrteliäbrliA) 1 Iblr. Stellungen nimmt 

£ 1 ' riete ©no5franblung, Jowie jebefl ^oflamt entgegen. 3nferote flnben borin gute 8er 

hft1tl*r /trettung unb loftct bie oierfpaltige 3rile ob« beren «cram 2'/, Ögr. 

UUlltl* [ bon fl. fi. Sonnt m PfiBiij. ®r*flh«tt. ffiim unb ««Itn 
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Ueber einige besondere Punkte des Tetraeders. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 

D er aus den Elementen bekannte Salz, dass der Schwerpunkt, der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises' und der Schnittpunkt der Höhen eines 
Dreiecks auf einer geraden Linie liegen, hat in neuerer Zeit dadurch an Interesse 
gewonnen, dass Joachimsthai einen analogen Satz im Räume gefunden hat, 
nämlich, dass bei einem Tetraeder der Schwerpunkt desselben, der Mittelpunkt 
der ihm umschriebenen Kugel und der Mittelpunkt des durch seine Höhen als 
Generatrices bestimmten Hyperboloids auf einer geraden Linie liegen. Bei 
einer Untersuchung der gegenseitigen Beziehungen homologer Tetraeder haben 
sich mir weitere Analogieen des angeführten Satzes ergeben, durch welche 
sich einige Fragen erledigen, welche bisher als unbeantwortet zu betrachten 
sind, und von denen ich hier nur die folgenden zwei hervorhebe. 

Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks J ist bekanntlich der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises desjenigen dem gegebenen Dreieck 
Ähnlichen Dreiecks J, , dessen Seilen durch die Eckpunkte von J parallel den 
jedesmaligen Gegenseiten dieses Dreiecks gelegt sind. Der S/etnersche Satz von 
den Höhen des Tetraeders (Bd. 2, p. 97 dieses Journals) fahrt zu keinem Punkte, 
welcher für das dem gegebenen Tetraeder T umgeschriebene ähnliche Tetra- 
eder T, , dessen Seitenflachen den correspondirenden Flachen von T parallel sind, 
eine gleiche Rolle spielen möchte, als der Mittelpunkt der umgeschriebenen 
Kugel bei dem Tetraeder T; dem .Mittelpunkte wenigstens des Hyperboloids, 
auf welchem die Höhen des Tetraeders T als Generatrices desselben Systems 
liegen, kommt die angedeutete Eigenschuft nicht zu. Was ferner den Joachms- 
//wi/schen Salz betrifft, nach welchem die Mittelpunkte des Höhenhyperboloids 
und der umgeschriebenen Kugel gleichweil vom Schwerpunkte des Tetraeders 
abstehen, so muss beim Vergleich desselben mit dem entsprechenden Satze in 
der Ebene auffallen, dass im Räume die Analogie fehlt für die Eigenschaft 
des gemeinschaftlichen Schwerpunktes der beiden Dreiecke J und J x als 
ihres inneren Aehnlichkeitspunktes. welcher Eigenschaft gemäss sich die Ab- 
stände des Höhenschnittpunktes und des Mittelpunktes des dem Dreieck / 
umschriebenen Kreises vom Schwerpunkte wie 1 : 2 verhalten. 
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Es wird sieb in dein Folgendem zeigen, dass durch die Vermittelung 
noch anderer Punkte, als der bisher in Betracht gezogenen, diese und ähn- 
liche Fragen ihre Erledigung findon. 



Man kann in dem Salze, von welchem oben ausgegangen wurde, den 
Schnittpunkt der Höben eines Dreiecks ABC ersetzen durch jeden beliebigen 
Punkt p der Ebene desselben und erhält dann einen dem Mittelpunkte des 
dem Dreieck umschriebenen Kreises entsprechenden Punkt p, als gemeinsamen 
Schnittpunkt des durch die Mittelpunkte a,,, 6,,, c, der Dreiecksseiten BC, CA, 
AB bezüglich zu den Verbindungslinien Ap t Bp, Cp parallel gezogenen 
Geraden: die Punkte p und p, liegen mit dem Schwerpunkte p„ des Dreieck* 
auf derselben geraden Linie und es ist auch hier pp<i = 2p,p„. Weniger be- 
kannt scheint eine naheliegende weitere Verallgemeinerung des letzten Sattes 
zu sein, bei welcher der Schwerpunkt des Dreiecks durch den Pol p, einer 
beliebigen Transversale (g) in Beziehung auf das Dreieck ersetzt wird, und 
doch empfiehlt sich gerade diese Verallgemeinerung durch die Einfachheit ihrer 
Beweisführung. 

Bezeichnet man die zu den Schnittpunkten der Transversale (g) mit den 
Dreiecksseiten in Beziehung auf die Endpunkte der jedesmaligen Seite con- 
jugtrten harmonischen Punkte durch o,„ £>„, <*„ welche Punkte kurz die Pole 
der Tranwertale (g) in Beiug anf die Dreiecksseiten heissen mögen, so sind 
die Dreiecke ABC und oAci. bekanntlich homolog (collinear) für die Axe 
(g) und das Centrum p„ indem die Geraden A*\,i Bb„, Co,, sich in p„ durch- 
schneiden und die Schnittpunkte der correspondirenden Linienpaare (BC, 
{CA,*,*,), (AB,a,A) auf der Transversale (g) liegen. Wenn man also die 
Verbindungslinien der Eckpunkte A, B, C des gegebenen Dreiecks mit dem 
beliebig gegebenen Punkte p der Ebene bezüglich verlängert bis zu ihrer 
Durchschneidung mit der Transversale (g) in den Punkten o, 6, c, so durch- 
schneiden sich auch die Verbindungslinien <m,„ 66o, ca> in demselben Punkte 
p,, welcher mit p und dem Collineationscentrum p„ auf derselben geraden 
Linie liegt, und es ergiebt sich 
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I. Wenn man die Punkte, in tcelclien die Verbindungslinien der 
Ecken eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte p der Ebene eine eben- 
falls beliebig gegebene Transversale durchschneiden, je mit den Polen 
dieser Transversale in Bezug auf die correspondhrenden Gegenseiten des 
Dreiecks verbindet, so durchschneiden sich die drei Verbindungslinien in 
demselben Punkte /),, welcher mit dem Punkte />„, dem Pole der Trans- 
versale in Besiehung auf das Dreieck, und dem gegebenen Punkte p auf 
derselben Geraden liegt. 

Die Punkte p und />,, welche im Folgenden wiederholt in Betracht 
kommen, mögen kurz conjugirle Punkte heissen, und die gerade Linie pp„p t 
Pollinie der Transversale in Beziehung auf das Dreieck. Die Punkte p und 
p t sind ebenso conjugirte Punkte, wenn die Transversale im Unendlichen liegt, 
also p„ der Schwerpunkt des Dreiecks wird, die Poliinie heisse alsdann Mittel- 
linie, und zwar im Besonderen, wenn p und p, bezuglich der Höhenschnitt- 
jiunkt und der Mittelpunkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises sind. 

Der analytische Beweis des Satzes (I.) gewährt für die aus diesem 
Satze zu ziehenden Folgerungen gewisse Vortheile, weshalb derselbe hier eine 
Stelle finden möge. 

Das Dreieck ABC sei das Coordinatendreieck und die Gleichung der 
Transversale {g): 

W= V+7 + f" 0 ' 

also ihr Pol in Beziehung auf das Coordinatendreieck 

t U V 

Als die Pole der Transversale (g) in Beziehung auf die Dreiecksseiten er- 
geben sich die drei Punkte: 

.-.MC 

«» : * = 0, -ß=-y 

b ( , : « = 0, y = -^, 

nimmt man diese drei Punkte als Eckpunkte eines neuen Coordinatendreiecks 
a,,6„c„ so ergeben sich als die Gleichungen der Seiten «,„ ©„ dieses 
Dreiecks : 

38» 
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a « + ß + y ' 

7- ™ _ T + T+7P 



und daraus umgekehrt: 



(2.) 2-*- = -£+- 5s -, 2-J- = i + -^, 2-^ = ^4^, 

die Gleichung der Transversale (g) also ist für beide Coordinatendreieckt 
dieselbe. Ebenso werden die Gleichungen des Pols der Transversale (g) in 
Beziehung auf das Dreieck ABC 

d. b. dieser Pol ist idontiscb mit dem Pol der Transversale (g) in Beziehung 
auf das zweite Coordinalendreieck o^c,, und hat ausserdem für dieses Dreieck 
dieselben Gleichungen wie für das Coordinalendreieck ABC. 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten 
z. B. durch den Punkt A, eine beliebige gerade Linie gezogen 

(5.) — - — , 

so ist ihr Schnittpunkt a mit der Transversale (g): 

_i_ 

a UV 



y 



oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante a„ einführt, durch die 
Gleichung 

(6 .) + = o, 

so wird der Schnittpunkt a: 

(7.) J-^JL^JL. 
°n °.i a i* 

Geht man vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensystem /„, «,,, c, 
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über, so ergeben sich als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 

V °u "it «u 

ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes in dem ersten 
Systeme t, u, e, und demnach wird auch die Verbindungslinie a^a dargestellt 
durch die Gleichung 

(9.) JbL. = 

d. b. die Verbindungslinien eines beliebigen Punkte» der Transversale (g) mit 
den correspondirenden Ecken der beiden homologen Dreiecke ABC und Ou^c 
werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen Dreiecks als Coor- 
dinatendreiecks durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 

Hierauf beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien und der durch ihre Durchschneidung sich ergebenden Punkte, 
nftmlich dass sich alle Situationseigenschaften des Systems ABC ungefindert 
auf das System c^Ac«, ubertragen. Denn wenn man z. B. durch die Eck- 
punkte A, B, C des ersten Dreiecks bezüglich die beliebigen Geraden zieht 

welche die Transversale {g) in den Punkten a, b, c durchschneiden mögen, so 
sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden Ecken 
des Dreiecks aAcy, bezüglich 

(II) w o _ C e p c _ *u U __ w o 

V «,. 0.3 ' <*» ' <*>. o„ ' 

Wenn jetzt für die Constanten a A die Bedingung a a = a b erfüllt wird, 
d. h. der Werth dieser Constanten unabhängig ist von der Stellung ihrer 
Indices, so gehen die Geraden (10.) durch den Punkt 

p : a 2J / = a J1 t» = a 1J e 

und demnach die Geraden (11.) durch den conjugirten Punkt 

Die Gleichungen des Punktes />, für das Coordinatensystem (/,*,») werden 
die folgenden: 

und es ist sofort zu sehen, dass dieser Punkt mit den Punkten p und p„ auf 
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derselben Geraden liegt, nämlich 

("■) i(^-»+7(^-^)+7(ir-^) = 0 < 

womit der Satz (I.) bewiesen ist. 

Abgesehen von den weiteren collinearen Beziehungen aller von den 
beiden conjugirten Punkten p und p x beschriebener Figuren, sei hier des Fol- 
genden wegen nur noch hervorgehoben, dass man den Punkt p ansehen kann 
als den Pol der Transversale (g) in Beziehung auf einen bestimmten, drei 
beliebig angenommene Punkte l, u, v enthaltenden Kegelschnitt (ff), und 
dass dann der Punkt p t der Pol ist derselben Transversale in Beziehung auf 
den collinearen Kegelschnitt (/f,), d. h. welcher die drei conjugirten Punkte 
X,, ,«„ Vi enthalt, und für welchen die Verbindungslinien aller Punkte mit 
den correspondirenden Punkten von (K) durch den Punkt p„ gehen, während 
die correspondirenden Sehnen beider Kegelschnitte sich in Punkten der Trans- 
versale (</) durchschneiden. Wenn im Besonderen (g) im Unendlichen liegt, 
so wird p», der gemeinschaftliche Schwerpunkt der beiden Dreiecke ABC and 
a,,fe,.c,M Aebnlicbkeitspunkt der beiden Kegelschnitte (K) und (K,), ferner 
werden p und p x ihre Mittelpunkte und die correspondirenden Sehnen ein- 
ander parallel; wenn also (Ä") ein Kreis ist, so wird auch (K t ) ein Kreis. 
Die letzte Annahme entspricht den Punkten p und p t als Höhenschniltpunki 
und Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 

§• 2. 

Um jetzt die analogen räumlichen Eigenschaften zu entwickeln, denke 
man sich durch ein beliebig gegebenes Tetraeder ABCD die Transversalebene 
(E) gelegt und zu den Schnittlinien derselben mit den Tetraederflächen in 
Beziehung auf die zugehörigen Seitendreiecke die Pole construirt, welche 
Punkte kurz die Pole der Tränst er salebene in Beziehung auf die Tetraeder- 
flächen heissen und den Gegenecken entsprechend durch ^i,, B„. C, D„ 
bezeichnet werden mögen, so sind die Tetraeder ABCD und C t) D ( > be- 
kanntlich homolog (collinear) für die Ebene (El, indem die correspondirenden 
Seitenflächen beider Tetraeder sich in Geraden der Ebene (E) durchschneiden: 
die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte AAo, 2?Z?„, CC„ DD. 
gehen durch denselben Punkt P„, den Pol der Ebene (E) in Beziehung anf 
das Tetraeder, und dieser ist darum das Collineationscenlrum der beiden Te- 
traeder. In dem besonderen Falle, wo die Ebene (J£) im Unendlichen liegt. 
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werden A<„ Ä„, Q„ Z)„ die Schwerpunkte der Seilendreiecke, die entsprechen- 
den Tetraederflächen einander parallel, ferner wird P u der gemeinschaftliche 
Schwerpunkt oder der innere Aehnlichkeitspunkt der beiden alsdann Ahnlichen 
Tetraeder. 

Es sei ABCD das Coordinatentelraeder und zwar seien der Reihe nach 
die Dreiecke BCD, CDA, DAB, ABC die u-, w- Ebene, ferner die 
Gleichung der Transversalebene 

so sind die Pole derselben in Beziehung auf die einzelnen Tetraederflachen: 

A, : / = 0, 



« 

1 



7 



3 ' 



B„ 
Q, 



M = 0, 

» = 0, 



t_ 

a 

J_ 
a 

J_ 
a 



V tc 

= T = T' 



u 

1 

u 

7 



r 



deren Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenecken von ABCD alle 
durch den Punkt 

p . ' _ " _ ° _ *° 

r " • a ~ ß ~ y ~ 3 ' 

den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder, gehen. Nimmt man 
jetzt die Punkte An B„, G„ D„ als Eckpunkte eines neuen Coordinaten- 
tetraeders, so sind die Seitenflächen BoCD^ C„DvA t , D„A,B,„ A>B n C, 
desselben der Reihe nach: 



(1.) 



iL = 

er 

üs. __ 

ß ~ 

c, _ 

7 ~ 



* +4 + i 4 w 



ß 



t 



2c 



er 

u 



woraus sich umgekehrt als Ausdrucke der alten Coordinaten durch die neuen 



ergeben: 
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(2.) 



3< _ u 0 { c u .w a 3u _ c 0 _ ,«? <,_ ( <„ 3t _ ,Jo., «jl 



und demgemfiss 

die Gleichung also der Transversalebene (E) ist für beide Coordinatenlclraeder 
dieselbe: ebenso werden die Gleichungen des Pols der Ebene (E) für da< 
Tetraeder ABCD: 

d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Ebene (£) in Bezug auf da« 

zweite Coordinatentetraeder 4, und hat ausserdem für das System 

(«,„ «,„««,»«) dieselben Gleichungen wie für das System (/, u,t>, w). 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatentetraeder-. 

z. B. durch A, eine beliebige gerade Linie gezogen: 

m r tc 
(«*■) ~ = -— = ~ ^ 
°it «,» ö n 

so ist ihr Schnittpunkt a mit der Transversalebene (E): 

_t_ 

et u c ir 

oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante a„ einführt durch die 
(t Ifir.hnntr 



Gleichung 
so wird der Schnittpunkt a: 



(6 .) Al+^L+J^ + A*. = 0, 



(7>) «„ «,» «,." 



Geht man nun vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensysiem 
(t„ «,„ e.„ «?.,) über, so ergeben sich nach Uinweghebung des Factors (-^-j 
als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 

(8 .) -A_ = Jf<L = A_ = _^, 

«„ «u o.« ' 

ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes im System 
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(/, m, t, «?), und demnach wird auch die Verbindungslinie A,,a durch die 
Gleichungen 

ausgedrückt, welche mit den Gleichungen (5.) Obereinkomraen, d. h. 

die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Tränst ersalebene {E) 
mit den correspondirenden Ecken der beiden homologen Tetraeder ABCD 
und Ait&CvD,, werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen 
Tetraeders als Coordinatentelraeder durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 
Hierauf beruht der analytische Beweis der collinenren Eigenschaften 
dieser Linien: es wird sich zeigen, dass durch die Verbindung der Punkte 
der Ebene (E) mit den entsprechenden Eckpunkten der beiden homologen 
Tetraeder ABCD und 4, sich vier Paare conjugirter räumlicher Slrahlen- 
büschel ergeben, welche einander in der Weise entsprechen, dass alle Siluations- 
eigenschaflen, welche den einen zukommen, sich ungeändert auf die anderen 
conjugirten übertragen lassen. 

Es seien die durch die Eckpunkte A, B, C, D des ersten Tetraeders 
gezogenen Geraden bezüglich 



(10.) 





u 






w 

«,.' 


L 








IC 


h 


« 










u 


t) 








~ ö^7~ 









welche die Transversalebene (E) in den Punkten a, 6, c, d 
mögen, so sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden 
Eckpunkten des Tetraeders A>Bi,Q,D^ bezüglich 



i 



f. »„ 



11 0 " ' 



^ <0 _ _ P » 

fl .. fl 4t <**l 
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ganz dieselben Gleichungen im System (t„ **,,»„,«„) wie die Gleichungen ;10.i 
im System t,u,v,w , ; demnach kommen alle einer beliebigen Bedingung zwischen 
den Conslanten a„ entsprechenden Eigenschaften des ersten Systems (10. 
von Geraden ungeftndert dem zweiten System .(11.) von Geraden zu. d. L 
die beiden Systeme von Goraden, welche oben als conjugirte bezeichnet 
wurden, stimmen in allen Situationseigenschaften Oherein. 

Wenn man also zunächst annimmt, dass a,„ = a t , k , d. h. dass die Coef- 
ficienten in den einzelnen Verticalreihen einander gleich sind, die Linien (10 
also durch denselben Punkt gehen, so haben die Linien (11.) dieselbe Eigen- 
schaft, und zwar entspricht dem gemeinschaftlichen Schnittpunkte der ersteren: 

p ■ _L = _?L == _L == 

o, a, o, « 4 
als gemeinschaftlicher Schnittpunkt der letzteren der Punkt 




Nennt man jede zwei Punkte (wie P und welche in beiden 

Coordinatensystemen durch dieselben Gleichungen dargestellt werden, conjugirte 
Punkte, so hat man jetzt nur noch zu untersuchen, welche Lage conjugirte 
Punkte zu P ti haben; es ergiebt sich, dass sie mit P„ auf derselben Geraden 
liegen. Denn betrachtet man etwa die dem Punkte a der Transversalebene 
zugehörigen conjugirten Geraden Aa und A u a, so liegen dieselben mit AA 
in derselben Ebene, dasselbe also gilt auch für die auf diesen Goraden bezüglich 
liegenden Punkte jP, P t und P„; aus demselben Grunde liegen diese drei 
Punkte auch in jeder der drei übrigen Ebenen Ccd, DdD„, also in 

dem gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser Ebenen, einer geraden Linie. 
Weiter erhfilt* man, wie früher pag. 294, aus dem Dreieck aPP,, durch- 
' schnitten von der Transversale (P„,A,,,A): 

12 L p - ÄA±.A±(- Cc .... DD * • Dd \ 

ltf P,P t P „ A B ' Pa \~ P a B a • Pb ~ P,C. * Pc " P t ü a ' Pd J' 

Man hat also den folgenden Satz: 

II. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Ecken eine» Tetraedern mit einem beliebigen Punkte P de* Raumes eine 
ebenfalls beliebig gegebene Transversalebene (E) durchschneiden, je mit 
dem Pol dieser Ebene in Bezug auf die correspondirende Gegen fläche des 
Tetraeders verbindet, so durchschneiden sich die vier 



% 
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demselben Punkte #»,, welcher mit dem Punkte P, . dem Pol der Tram- 
versalebene \E) in Beziehung auf das Tetraeder, und dem gegebenen 
Punkte P auf derselben Geraden liegt. 

Wenn im Besonderen die Transversalebene (E) ins Unendliche rückt, 
so werden die Linien Aa, Bb, Cc, Dd bezüglich parallel den Linien .4a,,, 
#6,,, O,,. Dd,,, die Punkte A,„ J?„, Cm D„ die Schwerpunkte der Seilen- 
dreiecke und demgemflss P„ der Schwerpunkt des Tetraeders ABCD, ferner 
werden in den Relationen (12.) die Verhältnisse der unendlich langen Strecken 

~, ~ gleich der Einheil und demnach diese Relationen selbst: 

PJ , a - ^ V- t.B. ~ p.c. ~ W ~ " 
/»„ also theilt die Verbindungslinie jeder zwei conjugirlen Punkte P und /\ 
in demselben Verhältnisse wie die Verbindungslinien der correspondirenden 
Punkte der beiden ähnlichen und in Beziehung auf P 0 als inneren Aehnlich- 
keitspunkt ähnlich liegenden Tetraeder ABCD und A. t B„C l> D„, d. h. P„ ist 
auch der innere Aehnlichkeilspunkt für jede zwei von d*en conjugirlen Punkten 
P und F, beschriebenen zusammengehörigen Systeme, also: 

III. Wenn man durch die Schwerpunkte der Seitenflächen eines Te- 
traeders Parallelen zieht zu den Verbindungslinien der entsprechenden 
Gegenecken mit einem beliebigen Punkte P des Baumes, so durchschneiden 
sich dieselben in demselben Punkte F,, welcher mit P und dem Schwer- 
punkte P„ des Tetraeders, P„ zwischen P und F, , auf derselben Geraden 
liegt und zwar so, dass 

P t P = 4F.F,,. 

Eine Fläche des zweiten Grades (Fl ist bekanntlich vollkommen be- 
stimmt, wenn von ihr vier Punkte gegeben sind und ein Poltetraeder, d. h. 
ein Tetraeder, von welchem jeder Eckpunkt der Pol ist des gegenüberliegen- 
den Seitendreiecks in Bezug auf die Fläche iF). Nimmt man nunmehr mit 
Berücksichtigung des Theorems (II.) an, dass der beliebig gegebene Punkt P 
für eine durch irgend vier Punkte Ä , B\ C, D' gehende Fläche ;F; der 
Eckpunkt ist eines Polletraeders P(JBS, wo Q, B, S in der Transversalebene 
(E) liegen, so bestimmt der conjugirle Punkt F, als vierter Eckpunkt eben- 
falls mit den Punkten Q, B, S ein Poltelraeder für diejenige Fläche des 
zweiten Grades (F,), welche die den vier Punkten Ä, B\ C. D' conjugirlen 
Punkte A„ F,, C 4 , D\ enthält. 

39» 
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Um nunmehr, diess vorausgesetzt, der Analogie für die Eigenschaft" des 
Ilöhenschnittpunktes eines Dreiecks ABC als des Mittelpunktes des Kreises, 
welcher dem conjugirten ähnlichen Dreieck A t B l C l umschrieben ist. naher 
zu kommen, nehme man an. dass die Transversalebene im Unendlichen 
liegt, und dass die vier Punkte A', B', (", D' die Eckpunkte sind desjenigen 
dem Tetraeder ABCD umschriebenen Tetraeders, dessen Seitendreiecke denen 
von ABCD parallel sind. Alsdann kann man P ansehen als den Mittelpunkt 
einer bestimmten dem Tetraeder A'BCD' umschriebenen Fläche des zweiten 
Grades (F), von welcher ein System conjugirter Durchmesser der Richtung 
nach bestimmt ist. Der conjugirte Punkt F, wird unter dieser Voraussetzung 
der Mittelpunkt derjenigen dem gegebenen Tetraeder ABCD, welches dem 
Tetraeder AB' CD' conjugirt ist. umschriebenen Flache des zweiten Grades 
(F,), von welcher ein System conjugirter Durchmesser dem der conjugirten 
Fläche (F) zu Grunde liegenden System von Durchmessern parallel ist. Wenn 
man endlich als den Punkt F den Mittelpunkt wählt der dem Tetraeder A'BCff 
umschriebenen Kugel, für welche also jede drei auf einander senkrechte Axeo 
als ein System conjugirter Durchmesser angesehen werden können, so wird 
auch der conjugirte Punkt F, der Mittelpunkt einer solchen dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Fläche des zweiten Grades, für welche jede drei auf 
einander senkrechte Axen ein System conjugirter Durchmesser bilden, also eine 
Kugel, d. h. 

IV. Es sei einem Tetraeder (T) ein zweites (7") umschrieben mit 
parallelen Seitenflächen: wenn man dann durch die Schwerpunkte der 
Seilenflächen von (T) Parallelen zieht tu den Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Gegenecken mit dem Mittelpunkte M der dem Tetraeder {T\ 
umschriebenen Kugel, so durchschneiden sich diese tier Parallelen in dem 
Mittelpunkte M, der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel; es liege» 
M, Mi und F„, der Schwerpunkt des Tetraeders, F„ zwischen M und M„ 
auf derselben Geraden, und zwar so, dass 

M t M = 4Jf,F„. 

Nimmt man umgekehrt M,, den Mittelpunkt der dem Tetraeder iT 
umschriebenen Kugel, als gegeben an . so erhält man den Mittelpunkt M der 
dem Tetraeder (7") umschriebenen Kugel als gemeinschaftlichen Schnittpunkt 
der durch die Ecken des Tetraeders (T) parallel zu den jedesmaligen Ver- 
bindungslinien der Schwerpunkte der entsprechenden Gegenflächen mit M, 
gezogenen Geraden Man kann annehmeu, dass diese Parallelen AM, BM, 
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CM, DM in Ebenen liegen, welche durch die Ecken des Tetraeders (T) 
parallel gelegt sind zu den Ebenen, welche die Verbindungslinien A„M t , 
B U M^ C,M t . D tl M t und bezüglich die Mittelpunkte der den Dreiecken BCD, 
CDA, DAB, ABC umschriebenen Kreise enthalten, d. h. welche senkrecht zu 
diesen Tetraederflächen und parallel den ihnen zugehörigen Mittellinien gelegt 
sind. Wie man also in der Ebene die beiden Sätze vom Mittelpunkte des 
umschriebenen Kreises und dem Schnittpunkte der Höhen eines Dreiecks, wie 
folgt, aussprechen kann: 

Die Geraden, auf den Seiten eines Dreiecks ( / senkrecht in den 
Mittelpunkten derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittelpunkte M t 
des dem Dreieck iJ) umschriebenen Kreises, und 

Wenn mau dem Dreieck (J) ein zweites Dreieck (J') umschreibt 
mit parallelen Seiten, so durchschneiden sich die aus den Ecken von (J) 
auf die Gegenseiten gefällten Senkrechten in dem Mittelpunkte M des dem 
Dreieck (J) umschriebenen Kreises. Die beiden Mittelpunkte M und M l 
sind conjugirte Punkte für den inneren Aehnlichkeitspunkt P,„ den ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt und Aehnlichkeitspunkt der beiden Dreiecke 
(J) und (</); 

so kann man den beiden entsprechenden Sätzen im Räume folgende Form geben : 
V. Die Ebenen, auf den Seitenflächen eines Tetraeders (T) senk- 
recht in den Mittellinien derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittel- 
punkte M, der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel, und 

Wenn man dem Tetraeder (T) ein zweites Tetraeder (T) umschreibt 
mit parallelen Seitenflächen, so durchschneiden sich die aus den Ecken 
ton (T) auf die Gegenflächen senkrecht und den auf diesen Flächen 
liegenden Mittellinien parallel gelegten Ebenen in dem Mittelpunkte M 
der dem Tetraeder (T') umschriebenen Kugel. Die beiden Mittelpunkte 
M und M, sind conjugirte Punkte für den inneren Aehnlichkeitspunkt /*,„ 
den gemeinschaftlichen Schwerpunkt und Aehnlichkeitspunkt der beiden 
Tetraeder (T) und ff). — 

Die Sätze II. bis V. haben sich ergeben aus den allgemeinen Beziehungen 
der conjugirten Verbindungslinien (10 ) und '11.)) ( ' er entsprechenden Eck- 
punkte der beiden homologen Tetraeder ABCD und A„B U (\,D {> mit beliebigen 
Punkten der Collineationsebene. und zwar unter der Annahme, dass diese 
Verbindungslinien zu vier sich in demselben Punkte durchschneiden. Macht 
man für die Conslanlen a, t in den erwähnten Gleichungen andere Annahmen, 
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so ergeben sieb andere Sätze: wir beschranken uns hier auf die neue An- 
nahme, dass 

«.* = ««. 

sein soll, dass also diese Couslanten durch die Vertauschung ihrer Doppel- 
indices keine Acnderung erleiden. Die geometrische Bedeutung dieser An- 
nahme ist die, dass die vier Geraden (10.) Aa, Bb, Cc, Dd hyperbotoidisch 
liegen, (Bd. 56, pag. 220 dieses Journals), d. h. Generatrices sind desselben 
Systems eines Hyperboloids (H). Alsdann gilt dasselbe für die vier conju- 
girten Geraden (11.) A,>a, B<,b, C„c, D„d, und »war hat das Hyperboloid 
(#,), auf welchem diese Linien demgemÄss als Generatrices desselben Systems 
liegen, für das Coordiuatensystem (Z,,,«,,,^,,«»,,) dieselbo Gleichung, wie das durch 
die ersten Geraden bestimmte Hyperboloid (H) für das Coordinatensystem 
(/, m, v, tr), und weil ausserdem die Ebeno (E) in beiden Systemen durch die- 
selbe Gleichung dargestellt wird (3.), so haben auch die Pole Q und Q t dieser 
Ebene in Beziehung auf die Hyperboloide (H) und {//,) dieselben Gleichungen 
und sind demnach conjugirle Punkte, also auf derselben Geraden mit />„ be- 
findlich, so dass 

(id\ -M_ J^.^Lf JUL.J*. CC. .Cc ^ DD. . Dd\ 
K } Q^, ~ r t A 9 • (Ja \" P t B t • Qb P„C, • Qc ~ Q e D t ' Qd )' 

Man hat demnach folgenden Satz: 

VI. Wenn man durch die Eckpunkte eines Tetraeders vier gerade 
lÄnien zieht, welche die Generatrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids (flj, und den Schnittpunkt einer jeden derselben mit einer be- 
liebig gegebenen Transversalebene {E ) mit dem Pol dieser Ebene in Be- 
ziehung auf die correspondirende Gegenfläche des Tetraeders verbindet, 
so sind die vier Verbindungslinien die Generatrices desselben Systems eines 
zweiten Hyperboloids (#,). Die Pole Q und Q, der Ebene {E) in Be- 
ziehung auf die beiden Hyperboloide (H) und (Ht) liegen mit dem Pol 
{P„) dieser Ebene in Beziehung auf das gegebene Tetraeder auf derselben 
Geraden, mit dem oben (14.) angegebenen YerhäUniss ihrer Abstände. 

Rückt die Transversalobene ins Unendliche, so dass an Stelle ihrer 
Pole in Beziehung auf die Tetraederflächen deren Schwerpunkte und in Be- 
ziehung auf die Hyperboloide (H) und (//,) deren Mittelpunkte JV und N, 
treten, während die Relationen (14.) ersetzt werden durch die folgenden: 
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. A r , A" _ AA 0 /_ BB„ CC\ DD. y 

so ergiebl sich der Satz: 

VII. Wenn man durch die Eckpunkte einet Tetraeder» vier gerade 
Linien zieht, welche die Generatrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloid» (//), und durch die Schwerpunkte der jedesmaligen Gegenflächen 
Parallelen tu denselben legt, »o sind diese die Generatrices desselben 
Systems eines zweiten Hyperboloids (H t ) : die Mittelpunkte iV und A', dieser 
beiden Hyperboloide (H) und (H,) liegen mit dem Schwerpunkte P„ des 
Tetraeders auf derselben geraden Linie, P„ zwischen N und JV, , und zwar 
»o dass 

N t N ■= 4JV./V 

Nach dem in der Einleitung erwähnten Steinerseben Satze sind die 
Höhen eines Tetraeders die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids : 
es ergiebt sich darum als ein besonderer Fall des Satzes (Vll.j: 

VIII. Die Lothe in den Schwerpunkten der Seitenflächen eines 
Tetraeders sind die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids: 
die Mittelpunkte A*, und A dieses Hyperboloids und des Huheuhypcrboloids 
liegen mit dem Schwerpunkte P„ des Tetraeders in gerader Linie, und 
zwar der Schwerpunkt zwischen den beiden Mitte/punkten, so dttss 

A,A = 4-V./V 

Nunmehr hat Joachimsthal gezeigt, dass der Mittelpunkt A* des Höhen- 
hyperboloids, der Schwerpunkt P„ des Tetraeders und der Mittelpunkt Jtf, der 
dem Tetraeder umschriebenen Kugel auf derselben geraden Linie liegen, und 
zwar P„ als Mittelpunkt der Strecke MM t ; es liegen demnach die vier Punkte 
jlf,, A',, f,,, N in der angegebenen Reihenfolge auf derselben Geraden und 
zwar so dass 

JVP, ~ JV, P. ~~ 

also: 

IX. Der Mittelpunkt J/, der dem Tetraeder umschriebenen Kugel, 
der Mittelpunkt A, des durch die Lothe in den Schwerpunkten der Seiten- 
flächen bestimmten Hyperboloids, der Schwerpunkt P 0 des Tetraeders und 
der Mittelpunkt A des Höhenhyperboloids liegen als vier harmonische 
Punkte in der angegebenen Reihenfolge auf einer geraden iAnie, P n als 
Mittelpunkt der beiden äusseren Punkte N und M t . 
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Nimmt man noch die in Salz (V.) ausgesprochene Eigenschaft des 
Punktes M, als des gemeinschaftlichen Schnittpunktes der vier Höhenebenen, 
hinzu, so erhält man 

und AT, der Mittelpunkt des Höhenhyperboloids, liegt in der Mitte der Linie 
9f,M. d. h. der Verbindungslinie des Mittelpunktes der umschriebenen Kogel 
und des Schnittpunktes der vier Höhenebenen. 

f. 3. 

Es sei jetzt die Frage zu erledigen, welche Verallgemeinerung der 
Joachims! halsche Satz über die gegenseitige Lage der Mittelpunkte des Höhen- 
hyperboloids und der dem Tetraeder umschriebenen Kugel erfährt, wenn man 
den ersteren durch den Pol einer beliebigen Ebene in Beziehung auf ein durch 
vier die Eckpunkte des Tetraeders durchschneidende Geraden als Generatrices 
desselben Systems bestimmtes Hyperboloid ersetzt. Auch hier empfiehlt sich 
zunöchst für die Untersuchung der einfachere Fall, wo durch die Eckpunkte 
des Tetraeders vier sich in demselben Punkte durchschneidende Geraden ge- 
zogen sind. 

In dem entsprechenden Satze beim Dreieck (§. 1) traten der Höhen- 
schnittpunkt und der Mittolpunkl des umschriebenen Kreises als specielle Fälle 
conjugirter Punkte für eino beliebige Transversale auf: der erstere dieser 
Punkte p war willkürlich in der Ebene angenommen und der zweite />, er- 
gab sich dann als der gemeinsame Durchschnitlspunkl der Verbindungslinien 
derjenigen Punkte a, b, c, in welchen die Verbindungslinien des Punktes p 
mit den Ecken des Dreiecks die Transversale durchschnitten, mit den Polen 
&,„ c„ dieser Transversale in Beziehung auf die Dreiecksseilen. Im Baume 
heisst der analoge Satz: 

X. Die Verlnndungslinien der Ecken eines Tetraeders mit einem 
beliebigen Punkte P de* Räumet durchschneiden eine ebenfalls beliebig 
gegebene Ebene (E) in vier Punkten: wenn man durch jede zwei dieser 
Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar ton Ecken des Te- 
traeders zugehören, und den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Kante eine Ebene legt, so durch- 
schneiden sich die sechs auf diese Weise construirbaren Ebenen in einem 
und demselben Punkte. 
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Zum Beweise dieses Satzes nehme man, wie in §. 2, das gegebene Te- 
traeder ABCD als Coordinatentetraeder: die Gleichung der Transversalebene 
sei wieder 

E : — + + ~r = 0, 

a p y 0 

und der Schnittpunkt P der durch die Eckpunkte A, B, C, D bezüglich ge- 
legten Geraden: 

„ J_ = u_ _ v_ _ u> . 
*' ö, «, «, o« ' 
wenn man nun der Kürze wegen (§. 2, Gleichung (6.)) die neuen Constanten 
a\ a", a m , a ,v einführt durch die Gleichungen: 

so sind (§. 2, Gleichung (7.)) die Schnittpunkte a, b, c, d der Linien AP, 
BP, CP, DP mit der Ebene (E): 

t _ « _ 0 _ u> 

. t u r w 

b 1 o, ~ a" _ a t ~ a, 1 

Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und b, und den Pol der 
Ebene (E) in Beziehung auf die das andere Eckenpaar, hier C und Z), ver- 
bindende Kante, nämlich 

/ = « = 0, y = T i 

hat also die Gleichung: 
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wie sich sofort anter Berücksichtigung der Gleichungen (1.) ergiebt. Diese 
Ebene enthält aber ausserdem die zu den Schnittpunkten A', B 1 , C, D 1 der 
Linien AP, BP, CP, DP bezüglich mit den Ebenen BCD, CDA, DAß, ABC 
für die Pole A„, Ä,, C'„, D„ der Ebene (£) in Beziehung auf diese Dreiecke 
conjugirten Punkte .4,, ß,. C,, D t : denn zu den Punkten 



(3.) 



Ä : 


/ = 0, 


u 


p 

~ «7 


IT 


B 1 : 


« = 0, 


P 

«7 


IT 

~ «7 




jC : 


o = 0, 


«j 




u 

" V 


' D' : 


er = 0, 
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M 

_ o. 


P 



gehören (vergl. §. 1, Gl. (12.) und (13.)) als die conjugirten Punkte 

o>T : f : x = (t+*)<7'+^)<£+t). 
*y = T'-f-(*+*) = (*+}M?+*). 

und von diesen genügen die Coordinatenwerthe für ^, und der Gleichung 
(2.), wie behauptet war. 

Es liegen also die vier Punkte a, A t , b, B x auf der Ebene (2.) und 
es durchschneiden sich demgeraass die beiden Linien aA v undfr/?,. Dasselbe 
gilt für jedes Paar der vier Linien avl,, 6Z?,, cC t , rfZ),, und demnach gehen 
sie sdmmtlich und folglich auch die sie zu zwei enthaltenden Ebenen durch 
denselben Punkt, welche sechs Ebenen auch, wie oben gezeigt wurde, durch 
je zwei der Punkte a, b, c, d und den Pol der Ebene (E) in Beziehung 
auf die entsprechende Gegenkante des Tetraeders bestimmt sind. Nennt man 
diesen gemeinschaftlichen Punkt der sechs Ebenen (2.) />„ so ist sofort weiter 
zu sehen, dass P t mit den Punkten P und P t (Satz II.) auf derselben Geraden 
liegt; denn diese drei Punkte liegen mit jedem der vier Punkte a, b, c, d 
in einer Ebene, weil sie bezüglich auf den Verbindungslinien, z. B. des 



(4.) 
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Punktes a mit den Punkten A { . Ä und A u liegen und diese nach Satz I. 
derselben Geraden angehören. Der Pol P„ der Ebene (E) in Beziehung auf 
das Tetraeder ist nach Satz II. ein vierter Punkt der Geraden PP l P 1 . Es 
ist demnach gleichzeitig der Folgende Satz bewiesen: 

XI. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Eckpunkte eines Tetraeders mit einem beliebigen Punkte P des Raumes 
eine ebenfalls beliebig gegebene Ebene (E ) durchschneiden, verbindet mit 
den auf den entsprechenden Gegen flächen liegenden conjugirten Punkten 
der Schnittpunkte der Verbindungslinien mit diesen Flächen, so durch- 
schneiden sich die der Verbindungslinien in demselben Punkte P,, welcher 
zugleich der gemeinschaftliche Schnittpunkt ist der sechs Ebenen des 
Satzes X. Der Punkt l\ liegt mit den drei Punkten />„, P und P t des 
Satzes II. auf derselben Geraden. 

Rückt die Transversalcbene (E) ins Unendliche, und wird P gleich- 
zeitig der in Satz Y. als Schnittpunkt der Höbonebonon definirte Punkt M, so 
geht P? in den früher mit M t bezeichneten Mittelpunkt der dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Kugel über, weil die Linien A t P 2 , BiP 2 , C,P 2 , D^P* 
bezüglich den Linien AM, BM, CM, DM parallel sind. — 

Es bleibt nunmehr noch der allgemeinere Fall zu untersuchen übrig, 
wo die durch die Eckpunkte des Tetraeders gezogenen Geraden hyperboloidisch 
liegen: alsdann ergeben sich ganz analoge Resultate, und zwar zunächst der Satz: 

XII. Vier beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Ge- 
neratrices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
fall» beliebige Transversalebene {E) in vier Punkten; durch jede zwei 
dieser Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar ton Ecken des 
Tetraeders zugehören, und den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Tetraederkante ist eine Ebene be- 
stimmt: die sechs so bestimmten Ebenen durchschneiden sich in demselben 
Punkte. 

Auf das gegebene Tetraeder als Coordinatentelraeder bezogen sei die 
Transversalebene, wie früher, ausgedrückt durch die Gleichung: 

die durch die Eckpunkte A, B, C, D aber gezogenen Fundaraentallinien seien 

40* 
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für welche als Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids die B«- 
dingung 

(6.) a* = a to 

erfüllt wird. Wenn man jetzt der Kürze wegen (vergl. §. 2, Gleichung (6.)) 
Constanten a„, o«, «„, a«« einführt durch die Gleichungen: 



(7.) 



« r ^ 

<* P 7 ° 

so sind die Schnittpunkte a, b, c, d der Fundamentallinien (5.) mit der Trans- 
le (§. 2, Gleichung (7.)): 

t U V «P 



(8.) 
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Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und A, und den 
Pol der Ebene (E) in Bezug auf die das andere Eckenpaar, C und D, 
bindende Kante, nämlich 

t = u = 0, i 
7 

hat nunmehr die Gleichung 



w 
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r 

9 Y i y 

+ («n-«n««)(y--j) = 0; 

oder wenn man der Kürze wegen die neuen Constanten b tk und c* einführt 
durch die Gleichungen: 

(«n«« — O» = 0 2 J, «II «44 — «14= 

(10.) <»Mflii-oIi = 63i, an«4«~aj4 = *M, 



(11.) 



«IjOl« — «i4«ll = C, 2 , 0,40,2 — 0420,1=0,3, fl, 2 O u — O23O,, = C M , 

02402, — 0 41 Om = Cai «j,««— O IJ a n = Cm, 0230,4 — OhOu = c«, 

OmOjj — ©„Oj, = Cm, OßO»- 024033 = Cj,, o« a,,— o«,a jj = Cs2, 

o 4J 0+3 — 02J o+4 = c 4l , 04, flu, — oj, 044 = c 4 , , «4, a„ — 0,2 «4« = C43 , 



(12.) 



wo aber zu bemerken ist, dass vermöge der Bedingung (6.) nur die Ausdrücke 
b a und 6*. einander gleich sind, während die Ausdrücke c« durch Vertauschung 
ihrer Indices andere Werthe erhalten. Zwischen diesen Grössen b* und c u fin- 
den vermittelst der Gleichungen (7.) die folgenden Beziehungsgleichungen statt: 

r <i 1 £ü £iL4.£ü — ^i» c 4« 1 c «i _ 

Diess vorausgesetzt, wird die obige Gleichung (9.) der Ebene durch die beiden 
Punkte a, b und den Pol von (E) in Beziehung auf die Kante CD: 

( ,3.) Q-° f ) l+ Q f -< f y-> f . + i f „ _ 0. 

"Wenn man jetzt durch die Schnittpunkte a, b, c, d der Fundamentallinien (5.) 
mit der Transversalebene (E) diejenigen vier Linien construirl, welche als 
Generatrices des zweiten Systems mit den Geraden (5.) auf demselben Hyper- 
boloid liegen, Linien, welche bezüglich die correspondirenden Flächen BCD, 
CDA, DAß, ABC des gegebenen Tetraeders in den Punkten A', B", C, D' 
durchschneiden mögen, und zu diesen Punkten in jeder Seitenfläche die con- 
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jugirten Punkte A,, (J, /), darstellt, so findet sich, dass die Ebene 13. j 
zwei dieser Verbindungsgeraden enthält. 

Zunächst ergiebt sich der Schnittpunkt der Generatrix des zweiten 
Systems durch den Punkt a mit der Seitenfläche BCD als derjenige Punkt, 
welchen diese Fläche / = 0 mit den Ebenen durch a und jede der drei Ge- 
neratrices des ersten Systems (5.) Bb, Cc, Dd gemeinschaftlich hat; die Glei- 
chungen dieser drei Ebenen aber werden bei Benutzung der Formeln 7. 
und (11.): 

(a.Bb) : (a a a l4 ~a,i(h 4 )t~c tJ r + c„w = 0, 
(o. Cc) : (»m «« — »!*««)/ — c t4 w + <?i2 * = 0, 
(a, Dd) : (<*««u — «»2««)' — c n u-\- e u r = 0; 
und demgemäss erhält man für ihren gemeinschaftlichen Schnittpunkt Ä. so 
wie durch Fortschreiten der Indices für die Punkte B", C, D' die folgenden 
Systeme von Gleichungen: 

Ä : / — 0, c,j« = c„c = c, 4 ip, 

\ /?' : « = Q, c.,1 = c a c = c u »p, 

(14.) • 

' 0' : » = 0, c 4l / = c«M = c 4 je , 
als die conjugiiien Punkte A t , ä„ C,, Z), ergeben sich demnach (§. 1, Gl. 12): 

A t : 1 = 0, = + 

oder vermöge der Gleichungen (12): 



(15.) 
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Es ist sofort zu sehen, dass von diesen vier Punkten die beiden 
ersten auf der Ebene (13.) liegen, und weil sich durch cyklisches Fortrücken 
der Indices aus der Gleichung (13.) die Gleichungen der übrigen fünf Ebenen 
ergeben, welche die Punkte a, b, c, d zu zwei und den jedesmaligen Pol 
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der Ebene (E) in Beziehung auf die zugehörige Gegenkantc enthalten, während 
die Gleichungen (15. j in einander übergehen, so enthält jede dieser Ebenen 
iwei von den Punkten (15.). Es liegen also beispielsweise die vier Punkte 
a, -4,, b, B, auf der Ebene (13.) und es durchschneiden sich demgemäss die 
beiden Linien oA, und bB,. Dasselbe gilt für jedes Paur der vier Linien 
aAt, 6B,, cC,, dD t und demnach gehen diese Linien sämmtlicb, und folglich 
auch die sechs Ebenen (13.), durch denselben Punkt. Es ist darum gleich- 
zeitig der folgende Satz bewiesen : 

XIII. Vier beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Ge- 
neratrices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
falls beliebige Transversalebene (E) in vier Punkten a, b, c, d; conslruirt 
man durch jeden dieser Punkte die Generatrix des zweiten Systems und 
iu dem Schnittpunkte derselben mit der correspondirenden Gegen fläche 
des Tetraeders den conjugirlen Punkt, so durchschneiden sich die vier 
Verbindungslinien der conjugirlen Punkte mit den entsprechenden Puss- 
punkten a, b, c, d im demselben Punkte. 

Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der vier Geraden A t a, B t b, C t c, 
D,d (XIH.) ist zugleich derjenige der sechs Ebenen (13.) (XII.); um weiter 
zu zeigen, dass dieser Punkt, welcher etwa Q t heissen mag, mit den Punkten 
/*„, Q und (),, d. h. den Polen dor Ebene (£) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD, in Beziehung auf das diesem Tetraeder umschriebene Hyper- 
boloid (H) und in Beziehung auf das dem homologen Tetraeder A>B C„D 0 
umschriebene Hyperboloid (/?,) auf derselben Geradon liegen, sind noch zur 
Abkürzung der Rechnung einige Beziehungen zwischen den Coefficienten o, t 
und den aus ihnen weiter abgeleiteten Coefficienten 6* und c (t festzustellen. 
Zunächst sind als neue Grössen rf a einzuführen die folgenden Complexionen 
der Coefficienten a a : 

!023«N-«»aj4 = rfn (oder rf„), 
«34«n-«»«3 2 = rfo (oder rf 42 ), 
o««u — flu«»« = du (oder 4u), 

wobei zu beachten ist, dass die Grössen d, t bei Vertauschung ihrer Indices 
i und k keine Aenderung erleiden und bei einer cyklischen Permutation der 
Indices iu den einzelnen Coefficienten a A zugleich die Indices in den zuge- 
hörigen Grössen </ a cyklisch permutirt werden. Alsdann hat man die neuen 
Relationen : _ 



■ 
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(17.) 



".1 




d, A 


oder 


4, 


d 


r 


a 




« ' 






= ^ 


oder 




ß 








Y 


ß 




oder 


a 



and neun ähnliche Relationen durch cyklisches Fortrücken der Indices 1, 2, 
3, 4, und der Coefficienten a, ß, y, d; ferner das System von Beziehungs- 
gleichungen 

J b d 3 

(18.) l-j-(ö*c M -ßc n -yd n ) = -^-CmC w ~-5-c„c ij , 

^-(ßc n -r c *>- M«J = yc«c« — jc a c u , 

welches sich durch dasselbe Verfahren wie das System (17.) durch neun 
weitere Gleichungen vervollständigen lässt, und endlich das in sich abge- 
schlossene System: 

Diess vorausgesetzt, erleichtert sich die Uebersichl des Beweises, dass die vier 
Punkte P„, 0, 0, und Q t auf derselben Geraden liegen: — Der Beweis lässt 
sich darauf beschränken, zu zeigen, dass die Ebene durch die Pole Q und 
Po der Transversalebene (E) bezüglich de* Hyperboloids (H) und de» Coor- 
dinatetäetraeder» und einen der Schnittpunkte der Generalrices (5.) mit der 
Ebene (E), *. B. den Punkt a (8.), zugleich den Punkt A t (15.) dieser Ebene 
enthält 

Der Pol Q der Ebene (E) in Beziehung auf das durch die wind- 
schiefen Geraden (5.) bestimmte Hyperboloid (H) sei 



(19.) 



A 



H 

T 



C 



u> 

D , 
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so ergeben sich für die Coefficienlen A, B, C, D die Werthe 

»\/J y .o t , d.a u o.o,,/' 
"M«hiOMV, y 1- a. aj| 1- a . flji + ^.flj' 

V «J ««4. r-««'' 
ferner sei die Gleichung der Ebene durch diesen Punkt Q. den Pol P„ der 
Ebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder 

/ ii _ e _ ip 

und den Schnittpunkt a (8.) der Goneratrix i4a mit der Ebene (E): 

I u o tc 

in folgender Form dargestellt: 

(20.) U + Mu + Nv + Pu> = 0, 
so erhalten die Coefficienlen derselben durch die Gleichungssysteme (11), (16.) 
und (17.) die Werthe: 

d S 

IS — — c, 3 rf,j + c M c« — c,jC2j4-y c a e M — — CjjC«, 
P = — c u d lA -Yc a Cn— CaCM-^-jCuCn — -j-CuC«,. 

Setzt man nunmehr in die Gleichung (20.) für /, w, e, r die Werthe 
ein, welche sich aus den Gleichungen (15.) des Punktes A, : 

1=0 " = g ^ * 

ergeben, so erhält bei Berücksichtigung der Gleichungen (18.) die linke Seite 
der Gleichung (20.), abgesehen vom Factor c n c,jC,«, die Form: 
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oder vermittelst der Gleichungen (12.): 



ß , y , * ß r * 



welcher Ausdruck vermöge der ersten Gleichung des Systems (19.) ver- 
schwindet: darum liegt der Punkt auf der Ebene (20.), was zu beweisen war. 

Ebenso gehören auch die Punkte C,, D t (15.) bezüglich mit den 
Fusspunkten 6, c, d (8.) und den beiden Polen P n und Q je derselben Ebene 
an, und demnach liegt der gemeinschaftliche Schnittpunkt Q 7 der vier Geraden 
A,a, Bib, C,c, D x d (XIII.) mit P u und Q, folglich auch mit Q t (VI.), auf 
derselben Geraden. — 



Schliesslich möge noch erwähnt werden, dass auch hier (vergl. LX.) 
die vier Punkte Q, P u , Q, und Q t harmonische Punkte tind und »war Q und 
Qt, die Pole der Ebene (E) in Beziehung auf die beiden Hyperboloide (H) 
und (//,), conjugirt in Beziehung auf die beiden Punkte P 0 und ()„ bezügtieh 
den Pol von (E) für da» Tetraeder und den Schnittpunkt der vier Geraden 
A y a, B t b, de, D,d. 





6j dreieck BCD durchschneiden, bezüglich q, />„, q,, 
V( a,, so liegen die ersteren drei derselben mit A,< 
dem Schnittpunkte der Geraden Q t a mit BCD, wie 
oben bewiesen, auf einer Geraden, ebenso die bei- 
dea conjugirlen Punkte Ä und A t mit A„, dem Pol 
der Ebene (E) in Beziehung auf das Dreieck BCD; 
P 0 liegt als Pol von (£) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD auf der Verbindungslinie AA»\ noch 
sei Z der Schnittpunkt der Linie Äa t mit der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen BCD und (JE). 



Die Geraden Aa und A»a sind conjugirt in 
Beziehung auf das Collineationscentrum ebenso 
die Geraden Äa und a'a, wenn da die Generatrix 
ist des zweiten Systems des Hyperboloids (#,) durch 
den Fusspunkt a. Nunmehr hat man vermöge der 
Eigenschaft der Punkte Q und 0, als der Pole der 
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Ebene (J5) in Beziehung auf die beiden Hyperboloide (H) und (#,) die beiden 
harmonischen Punktsysteme (A',q,a„Z) und (A,„ g„ a', Z), folglich da die 
Punktsysteme (Ä,A„A t ) und (q,qt,A t ) je auf einer Geraden liegen, so ge- 
hören auch die Punkte o, , a' und A, derselben Geraden an; demnach kann 
man die vier Geraden A t A„, Aip 0 , p u a', a'A, ansehen als die auf einander 
folgenden Seiten eines Vierecks, dessen Gegenseiten sich paarweise in den 
Punkten A' und a, durchschneiden, d. h. A t a, und Aid, als Diagonalen des 
Vierecks, (heilen die dritte Diagonale desselben, A t p, n harmonisch: demnach 
ist das Punktsystem (A t , q,,p 0 , q) harmonisch. In gleicher Weise durch- 
schneiden die Verbindungslinien der vier Punkte Q u P lt und Q mit jedem 
der übrigen Fundamentalpunkte b, c, d die entsprechenden Coordinatenebenen 
CDA, DAß, ABC in harmonischen Punktsystemen, und demnach sind die 
vier Punkte Q t , £>,, P ( , und Q selbst harmonische Punkte. 

Berlin, Februar 1865. 



41 



Digitized by Google 



Sur les sections circulaires des surfaces da second 
ordre et les ombilics des surfaces quelconques. 

(Par M. C. Souillarl a Cacn.) 



M Otto Hesse a Signale dans ses Vorlesungen über die malytischt 
Geometrie des Raumes (p. 335), une difficulle d'unalyse par laquellc 011 est 
arrete, quand on vcul presenler la theorie des sections circulaires des surfaces 
du second ordre corame un cas particulier- de la theorie generale de leurs 
sections planes: celie difficulle consistc ä partager une certainc equation en 
deux aulres. La decomposition se fait aisement (loc. cit.), lorsque l'equation 
de la surface ne conlient pas les rcctangles des variables, el la theorie 
s'aeheve alors comme par les aulres melhodes: mais le cas generai esl 
beaueoup plus rebelle. M. Hesse est parvenu (t. 60, p. 305 de ce Journal) 
ä raettre le preiuicr membre de Toqualion donl il sagit sous la forme d'une 
sonime de plusieurs carres: le nombre de ces carres a ete reduil ä 2 par 
M. Henrici (t. 64, p. 187). L'obstacle est donc leve, mais les formules ob- 
tenues sont asscz compliquees et il reslerail ä en deduire la theorie des sections 
circulaires. 

Au Heu d'une decomposition en carres, on peut, au moyen des pro- 
prietes d'un determinant qui se presente de lui-meme dans la question, etendre 
au cas generai la marche qui reussil dans le cas de 1 equation reduito: on 
obtienl ainsi des resullats beaueoup plus simples et la forme des equations se 
prete commodement ä la Solution complete du probleme primitif. 

A un autre point de vue, la recherche dos sections circulaires des 
surfaces du second ordre peut eire consideree aussi comme un cas parliculier 
du probleme des ombilics d'une surface quelconque: cette remarque suffit pour 
montrer que le probleme de JIM. Hesse et Henrici est, au fond, resolu depuis 
|ong-temps. Inversement, la Solution que nous en obtenons donne, sous une 
forme nouvclle et remarquable, la Solution du probleme generai des ombilics: 
on trouve d'ailleurs aisement une formo correspondante pour l'equation generale 
des lignes de courbure. 

La symetrie de ces formules tient ä l'emploi d'un determinant de meine 
forme que le precedent, et qu'on designe quelquefois sous le nora de Hessie» 
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bordt. La valeur de ce delerminant, pour an point quelconque de la surface 
que Ton considere, ne depend pas du Systeme d'axes coordonnes aoxquels 
la surface est rapportee, et quand la surface est du second ordre, cette valeur 
est la meme en chacun de ses poinls. Cette remarque, associee ä un theoreme 
de Joackimtthal, met en evidence un certain nombre de proprietes dont 
jouissent les Iignes de courbure des surfaces du second ordre. 

I. 

1. Soit 

au, x ? + Oi i y 7 + oh »'+ 2*0, xy + 2a, n xs + 2o„ ys + 2a^ x + 2o, s y + 2a,, * + «j, = 0 
fequalion d'une surface du second ordre rapportee ä des axes rectangulaires 
quelconques et 

ax+ by-\-ct~d = 0 

1'equation d'un plan, a, 6, c etant les cosinus des angles que la normale au 
plan fait avec les axes coordonnes, en sorte que Ton a 

a ? + 6 7 +c 2 = 1. 

Les longueurs des axes de la section que le plan produit dans la surface s'ob- 
tiennent en resolvant l'equation du second degre 

Oui—i- Oiii «in a 

(l.) 01,1 <, »- i a » b = 0 

0]i, d- n Oft — i. c 

a b c 0 

dans laquelle Tinconnue l designe le quotient d'une constante par le carre de 
Tun de ces axes {Heue, Vorlesungen etc. p. 331). Pour que la section soit 
un cercle, il faul et il sufOt que cette equalion ait ses racines egales. Cette 
condttion n'etablit qu'une seule rclation entre les quanütes o, 6, c qui de- 
terminent la direction du plan, et comme ces quanütes ne sont assujetties en 
outre qu'ä verifier requation a 1 +6 ? +c 2 = l, on est conduit a ce paradoxe 
qu'il existe dans toule surface du second ordre une infinite de direcüons de 
plans cycliques. 

Mais il arrive ici, comme dans plusteurs cas analogues, que requation 
de condition unique comprend en realite deux equaüons distincles, et c'est 
dans la decomposilion de cette equation que consiste la difficulte signalee par 
M. Heste. 
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2. L'equation (1.) developpee et 
lous la forme simple 

(2.) " ' dJ 

en posant 



8 l, 



djj 

>da„ ^ da„ ^da„ 



= 0, 



Om Ow 0l2 a 

«u «« b 

«ho On C 

a b c 0 



La condition d'egalite des racines est 



(3.) ( 



dJ 



+ 



d// 



rf,/ 



) 1 + 4(a 1 +6 l +c 1 )^ = 0; 



teile est l'equation qu'il s'agit de partager en deux autres. 

Les proprietes elementaires des determinants nous donnent les identiles 



dä , dJ . . dJ 

u "(ll> " U U1 **"«» 



0, 



(4.) 



. dJ , , dJ . . dJ n 
i ~ . . , dJ dä n 



au moyen desquelles on peut exprimer les derivees du 
rapport aux elements principaux en fonction des derivees relatives 
elements a,,,, a«,, a„, et vice versa. On a ainsi les deux gronpes de 



J par 

aux trois 



(5.) 



dz/ 
do„ 

dJ 
da,, 
dJ 



= -K 6 där: +c da7r)> 



x ( dJ . dä\ 



dä 



da,, 
d// 



da,, 
d<* 



d// , / dJ . . dJ \ 



(60 



, dJ 


= d 


dJ 
da,, 




, dJ 


= c 7 



dJ 



dJ 



dd 



do„ 
dz/ 



— C* 



dzf 



, d// 

C -FT", 



da,, 



dz/ 

da,, 1 



dJ y dd 

da,, da oa da,, 
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Des formales (5.) on conclut la stimmte 

D'aulre pari si nous appliquons la formale connue {Brioschi, Theorie des 

determinants p. 13.) 

dP dP dP dP p d*P 
dar, da r , t , dar,. da„ x — da n da r ,,, ' 

relative a an determinant P qoelconque, nous aurons, en observant qae pour 

an determinant symetrique tel qae chaqae derivee doit ötre remplacee par 

sa moitie, ä moins quelle ne soit prise par rapport ä an eleinent prlncipal 

dJ dJ ,fdJ\* A d*d _ t 

d'oü 

Vdo lt / da tl da» 

Eliminant an moyen des formales (5.), on obtient pour J l'expression 

suivante oü n'entrent que les derivees relatives aux elements flu,, o*, «n, 

, Q , . . . dJ dJ . , dJ dJ . dä dJ 

(8.) -irtcJ = *—^ +b ^ —+c lji - ls --, 

si au contraire on eliminait (-j^-) au moyen des formules (6.), on obtiendrait 

pour J l'oxpression suivante, en fonction de ses dörivees relatives aux elements 
principaux 

(9.) = 

dans laquelle le second membre peut, comme on le sait, prendre plusieurs 
formes differentes. 

La formale (9.) pourrait dtre appliquee ä la transformation de l'equation 
(3.), mais on obtient des resultats plus simples en employant les formales (7.) 
et (8.). L'dquation (3.)» multipliee par 4a , 6V, devient alors 

(10) jM»£ + .£) + *£+.£) + *£ + »£>T 
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Par au developperaent partiel et an groupement convenable des termes. on 
peul la raettre sous ia forme suivanle 

4 /. dJ dd V . Lif dJ dd \* . ,/ dJ . dJ V 
ari b-i c-. — )+o*( c-t a-. — J -f c*( a-: b-j — ) 

ni2 ,/ d.J dJ \{ dJ . dJ \ 

\ da ot da BI '\ da ot rfa,,/ 
Si nous posons, pour abreger, 

, dJ dJ . d.J d l D d l , dJ r , 

b- c-t— -= A, c-r a-f—-B, a-r- b -j— = C, 

da tl rfa 4 , da vi da lt da tx da tt 

l'equation pröcedente s'ecrira 

A*a*-[-B>b> + C 1 c>-2BCb 2 c 7 -2CAc t o 1 -2ABa 1 b" - 0, 

ou bien sous la forme äquivalente 

(12.) {a\'A>b \'B-c\ C) {a) l Ai-b\ , B-c\V)(Q\'A-by'B*c\'C)(-a\ , A-\ by'B* cy C) = 0 

3. L'equation (12.) est verifiee par 4 = 0, B = 0, C = 0, et nous 
allons reconnaitre quelle n'a pas d autre Solution admissible. En effet eile ne peut 
etre verifiee que si Tun, au moins, des quatre facteurs est nul separement 
Or la sorame des trois quantites A, B, C etanl nulle identiquement, si I on 
suppose qu'aucune d'elles ne soit nulle, ccs trois quantites ne pourront pas 
etre de meine signe: soit A cello qui est de signe contraire aux deux nutres. 
on peul toujours supposer A < 0. Cbacun des facteurs de Fequalion (12.) 
contiendra alors le terme imaginaire a)'A, et ne pourra etro nul que si ce 
terme disparoit: il faudra donc que Ton ait a = 0. Si donc on suppose quau— 
cune des quantites A, B, C nc soit nulle, fequation (12.) ne peut Hre reri- 
fiee que par Cune des hypotheses a = 0, b = 0, c = 0. On arrive ä la mtw 
conclusion quand on suppose quune seule des quantites A, B, C soit nulle; 
il n'y a d'aillcurs pas ä examiner le cas oü deux de ces quantites seraient 
nulles, puisque la troisieme le sernit aussi. 

L'equation de condition, prise sous lune des formes (10.), (11), (12.). 
est verifiee en effet par l'une quelconque des trois hypotbeses <i = 0, 6=0. 
c - 0. Par exemple si Ton suppose a = 0, lequation (10.) se reduit ä 



(11.) 
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ce qui est alors une identite en vertu de la premiere equation (5 ). Mais il 
faul observer que pour passer de l'equation (3.) ä l'equation (10.) nous avons 
multiplie par 4a*6V, ce qui a pü inlroduire les Solutions a = 0, 6 = 0, c = 0. 
C'est en effet ce qui a Heu, car nous allons reconnailre que Vequation primi- 
tive (3.) nett pas verifiee par Ckypothtse a = 0, *i Von na pat en meme 
temps yl = 0, Ä = 0, C=0. 

Dans l'hypothese a = 0, la somme + 86 » 

do„ da,, da„ 

4^— (6 J 4-e , )a.in 1« developpement de J a a at -^--{-(a {n b—a in c) 2 ., en sorte 
que l'equation (3.) devient 



00 bien 



[^-(A'+Oo.J'-f 4(6 l +c I )[a uü ^- + ( fllB 6-a l ,,c)'] = 0 
(13.) [^-4-(6 I +c s )n„]V4(6' + c')(a w 6-a ul c) 1 = 0. 



Le premier membre de cette equation etant une somme de deux carres, eile 
ne peut dtre verifiee que si chacun d'eux est nul. Ayant dejä a = 0, on ne 
peut pas avoir en outre 6 = 0 et c = 0: il faut donc que l'ou ait a m b—a m c = 0. 
Mais on a, dans l'bypothese de a = 0, 

,4 = 2(6 l +c')(a 10 6-a H1 e), B = -2e>{a, a b-a< n c), C= -26 ? (a ul 6-a üt c); 

l'equation (13.) ne peut donc pas etre verifiee par cette bypothese, sans que 
l'on ait en meme temps .4 = 0, B = 0, C = 0. 

Donc enfin l'equation de condition se decompose dans les trois suivanles, 
qui n'en font que deux, 

a = o; B = 0, C = 0, 

ou bien 

, 4 1 v dd , d/f dd 

Ii. 

4. Les equations (14.), jointes ä l'equation o'+tf+c 1 = 1, determinent 
completement les directions des plans cycliques, mais il reste ä en deduire 
les resultats que l'on obtient par d'autres methodes. 

Ces equations developpees sont, en divisant par 2, 

|a[a(a„fl-a l0 6-a„ 1 c)+a II) 6c] = 6[6(a UJ 6-a 0) c-a IJ a) + a ll eo] 

= clcfauC-anO-atnty+OBab]. 

Bd. LXV. Heft 4. 42 
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Elles sont homogenes et du troisieme degre en a, b, c. L'elimination de 
Tone des inconoues se ferait aisement, mais 1'equalioo qui eo resulterail entre 
las deux aatres Bereit du sixieme degre. On peot lirer des equations (14.) 
un parti plus avantageux, en y introduisant corame variable auxiliaire le rayon 
de la section circulaire consideree. Designons par l la racine double oe 
1'equalion (2.), c'est ä dire le quotient d'une conslante par le carre de oe 
rayon: on a 

^(P+F+TTV^, + da„ + da t% )' 
Mais la formule (7.) donne, en tenant compte des eqaalions (14.), 

da„ + da,, + da,, ~ abc * da xt ~ ~ abc da», 

abc C da tt *' 

d'oü les trois equations 

i d/i , . dJ . , dJ . 

i -. — = bei. i -j — = cox, i -j — = abk 
i da,, * 1 da., > * do„ 

qui etant developpees donnent les suivanies 

!{a m -t)bc-> r a{a n a-a m b-a ni c) = 0, 

(au-^ca+ft^ao-^e-a^) = 0, 

(a„-A)<iA+c(a tM c-a ia a-(i u ,6) = 0. 

Oes eqaalions ne sont que du second degre, mais chacune d'elles renfertne 
les trois inconnues. Multiplions par c la seconde et par b la troisieme, pub 
ajoutons; il vient, apres avoir divise par a, la premiere equalion du groupe 

. (o u -l)c l +{a I1 -l)b i -2a u bc = 0, 

(17.) )(a»-l)a l -{-{a vl -k)c , ~2a ai ea = 0, 

l(a*,-l)F + (aW)« , -2*.«* = 0; 
et les deux autres s'obtiennent d'une maniere analogue. 

Si la quantite il etait delerminee, les equations (17.) feraient connaitre 
la direction des projections, sur chacun des plans coordonnes, de la normale 
au plan de la section circulaire. Or on peut trouver comme U suit requalion 
qui determine l. On deduil des equations (16.) 

abc(au,—X)(a u — i.)(<hi— *) = — («uff— <hßb~ <^,c)(fls n o— o,„c— a,,fl)(fluiC— a„a— a^b) 
= — [2fl ul a u5 o J 2a6c -f a]. } a i (a l ^a — a^b — <h>i c ) + a^^^a^b — a^c — a u a) 

+ ^^(amC — a„a — Omb)] 
= - a6c [2^0^, - - i) - <&(o tl - k) - «S, - A)] ; 
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ce qui donne, par Ia suppression du facteur abc, le developpement de l'equaiion 



(18.) 



= 0. 



<*w Ou — l a n 
(hu (ht On — i-\ 

Cette equation est precisement celle qui delerniine les inverses des carres 
des axes de la surface: si donc nous considerons les sections circulaires qui 
passent par le centre de la surface, leurs rayons sont les trois demi-axes. 

Pour chacune des trois valeurs de /, les equalions (17.) font connaltre 

les rapports par des equalions du second degre: donc par chacuu 

des axes de la surface il passe deux sections circukriree. 

On reconnalt aisement qu'il n'y a de reelles quo les sections passant 

par Taxe moyen. En eftet pour que les valeurs des rapports 
soient reelles, il faut que les trois quantites 

a],~(a u -X)(a„-X\ — («n ~ A) (««,— A), X)(a u -X) 
soient posüives. Mais si l'on pose 1 equation auxiliaire 

(19.) a] i ~(a ll -X)(a a -X) = 0, 

et qo'on designe par a et ß («</?) les deux racines, toujours reelles, de 
cette equation, on sait, d'apres la remarque de Cauchy, que requation (18.) a 
une racine K, plus petite que a, une raeine X t comprise entre a et ß, et une 
racine plus grande que ß. Par consequent le premier membre de requation 
(19.) est negatif pour X = X,, ou X = A,, et positif pour il = X t . 11 en est de 
meme evidemment pour les deux autres expressions. 

5. Pour que la surface soit de revolulion, il faul et il suffit que ses 
deux System es reels de sections circulaires se confondent, c'est ä dire que 
les equalions (17.) aient leurs racines egales pour X = X t . On a ainsi les 
equalions de condil'on 

(20.) ai J -(o ll -A I )(a M -i,)=0, aä J -(a n -A l )(a l , ) -i 1 )=0, (<•„-*,) =0. 

Introduisant lour ä tour chacune de ces conditions dans requation (18.), on 
trouve que la quantite 1, doil salisfaire aux trois equalions 

2a ltl a, B a lt -al t {a ll ~k i )-al i (a 21 -i t ) = 0, 

2a m a ltt Q lt ~al l (a a -ii)-al t (a M -X l ) = 0, 

2a«, o.«««-^^ -*,)-«& («,,-*,) = 0; 

42* 
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<Toü Ton conclut immediatement 

a«{a«.-i|) = a?« («,,-*,) = <$n{thi-h) = ak« flu» o«. 
et par suite les condilions connuos 

(21.) i l = aw -^i- = a u -^- = « a -^-. 

«II °«I «Ol 

Si Ton observe que la somme des premiers membres des equations (20.) est 
la derivee par rapport ä X t du premier membre de l'equation (18.), oo 
reconnait que k t est dans le cas present une racine double de celle eqaation, 
ainsi que cela doit etre. 

Remarquons, eo passanl, un moyen simple pour arriver directemeK 
aux equations (21.), en exprimant l'egalite de deux racines de I equation (18.) 
Pour que la racine i, devienne egale ä X» ou ä A,, il faul quelle se confonde 
avecl'une des racines, a ou ß, de l'equalion (19.); le meme raisonnement pouvini 
se repeter pour les deux equations analogues a (19.), od voit que la racine 
double doit satisfaire aux trois equations (20.), et on acheve comme plus hmt 

6. Dans le cas particulier oü Ton a o«, = o«, = a„ = 0, 1'equaiiüB 
(18.) se reduit ä 

(flau — *) (flu — 1) (<*m — *) = 0; 

et si Ton suppose o«, <«„<o B , on a ^ = a,,,, ^,=0,,, l J = a „. 
Les equations (17.), quand on y fait l = i,, donnent 

tandis que si Ton y fait i = ^ ou A= i,, elles donnent a = 0, — imaginaire, 

c 

ou c = 0, imaginaire. Ce sont les resultals connus. 



in. 

7. Soit «=0 requalion d'nne surface quelconque; si nous represenlons 
par *, les derivees de u par rapport a x, y, », et par *«,, *\u, »«, ... 

les derivees secondes, l'equation qui determine les deux rayons principan* 
de la surface en Tun quelconque de ses points peul etre mise sous la form«- 
(Hesse, Vorlesungen etc. p. 355) 
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(22.) 



= 0; 



Mm) k Mq| Mffi Hu 

**iu *u — ^ •u 

thi U n — k Mi 

«,, «, o 

X etant definie par la relaUon 1= ^ + , 0 Ü Ä 

designe Tan des deux rayons principaox. 

Quand on l'applique a une surface da second ordre, celte equation ne 
differe de lequation (1.) que par le changement de % ty « M «, en a, b, e. 
On conclut de la que dans une surface du second ordre, les rayons de cour- 
bure principanx en um point quelconque sont entre eux dans le mime rapport 
que les carres des axes de toute section parallele au plan tangent en ce point: 
propriete bien connue et qui He les ombilics aux sections circulaires. 
Si Ton pose 

•u» *a 
u ut *n "h u i 

•au- *?i *ta 

«0 «I «3 0 



U = 



l'equation qui donne les deux rayons de conrbnre principaux pourra s ecrire 
sous la forme simple et symetrique 

(23.) M+ « + <>,*(£ + £ + *L)i- ff -ft 

Pour qu'un point de la surface u = 0 soit un ombflic, il faut qu'en ce point 
l'equation (23.) ait ses deux racines egales. Lequation de condition se de- 
duira de l'equation (3.), en remplacant dans celle-ci le determinant J et ses 
eleinenls par 1c determinant U et ses elemenls correspondants ; et la mime 
Substitution pouvant se faire dans toutes les formules des n" 2 et 3, on en 
conclut finalement que les ombilics seront detennines par los equations 

, n . » dV dU dü 
et le rayon de courbure R en un point ombilic, par lune des formules 



(25.) 



2«u«i*fj — * j| ' 1 — ^ojjjj — — *i ^jj — 



dU 
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8. Lequalion qui determine les deux rayons principaax se met I« 
plus ordinairemenl sous la forme 

(26.) (r<-«')/r+[(^)/-2j^+(l+?>]^^ 

les lettres p, q, r, t, t ayant la signification connue. Si Ton exprime qne 
les racines de cetle equation sont egales, on sah (d'apres an calcul de Porno* 
rapporte dans f Analyte apptiqute de Lerotf) decomposer cette condiüon unique 
en deux autres. En posant 

on anive a mettre l'equation de condition sons la forme 
d'oü Ton conclut 

jf^O, N=0. 

Pour decomposer en nne somme de deux carres la condition d'egalite in 
racines de Tequation (22.), U suffirait de traduire le calcul de Porno* 
dans les notations du n°. 7. En changeant ensuite les demente de U n 
ceux de J, on obtiendrait sous forme d'une somme de deux carres la cod- 
dition d'egalite des racines de lequalion (1.), resultat que Ton ne sanrrit 
tirer de la methode de M. Heue et auqnel M. Henrici n est parvenu quen 
sacrifiant l'homogeneite des forinules. 

Ce calcul n'aurait qu'une gymelrie incomplete, a cause du role inegal 
des variables x, s dans les equations (26.) et (27.). II en serait de mimt 
d'une decomposition en trois carres qu'on pourrait deduire de la forme sous 
laquelle M. B. Amiot (Journal de Uouwüe t. 12, p. 130) a presente l'eqnauoi 
(27.); cette forme est la suivante 

(27*.) P a +4M'+(pP+2qMf = 0, 

la quantite M etanl celle de plus haut, et la quantite P designant Texpression 

(\+f)r-(l+p')t. 

La consideration du determinant U et de ses derivees simplifierait notablement 
la traduction des equations (27.) et (27*). Je me bornerai a indiquer les 
nouvelles expressions des principales quantites qui figurent dans ces calcoli 
et qui se rencoulrent souvenl dans la theorie des surfaces. En voici le table«: 
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u > * . s ■ ? *! -4-*! +«! 
i ir,/ dt; . dü\, t / du . dü\ 



•)/ 



, \ / dU dU \ 

m , a , \ f dV dV \ 

Les deux dernieres formules tnontrent l'accord des equations (24.) avec 
Af = 0 et iV=0. 

9. L'emploi du determinant U perraet de mettre aassi sous une forme 
tres-symetrique l'equation generale des lignes de courbure. Sous sa forme 
la plus connue, cetle equalion est 

[(l+^)t-J^^ + [(l+^)r-(i+j»')fl4r^-[(l+J»').-JV]^ = o. 
En faisant usage des formules (28.) on pourra d'abord Pecrire 

/ dU dU\, 2 ( dU dU\., 
*'*\ Ul ~di^~ th ~dü^) d9 * Vl \*'d^~* 1 ~d^) d * 

, r ,/ dU dV\, ,/ dU dU\ ,/ dt/ dU \\. , A 

Pour donner a cetle equation plus de symetrie, nous y introduirons aussi la 
quantite dz: U suffira pour cela de Tecrire comme il suit 

dU dV \ . , , . s . / dV dU 
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et d'observer que Ton a 

u»dx+u t dy = — u 2 fh. 
On obliendra ainsi I equation 



(29.) 



/ dU <W \ / dU dU \ . . 

( dU dU\.. . 



10. Le determinant U qui intervient dans toutes ies formules des 
n" 7, 8, 9 a, en chaque point de la surface » = 0, une valeur delermiaee 
et indepcndante du syletne de coordonnees reclangulaires que Ton emploie. 

En efTet d'apres l'equation (23.), si R et R' designent Ies dem rayow 
de courbare principaux pour le point considere, on a 

(«:+«:+«:)' 



(30.) u 



RH' 



expression dans laquelle le numerateur est la quatrieme puissance du para- 
metre differentiel du premier ordre de la fonction- de -point « (Lame). 

Supposons que la fonction a soit enliere et rationnelle en x s y, > et 
du degre m, et rendons-la homogene par l'introduction d'une variable t qu'oa 
fem plus tard egale ä 1: le determinant U pourra se transformer (Briotcki, 
Determinante p. 135) dans f expression suivante 



Mut «m «w 

«10 «11 «It 
«3» «hl «» 



r 



(m-l)» 



«III 
11 



«*« «m **tw 

«ll> «II «II " 

«w «ii «n «u 

*»» «ji «ja Mjj 



dans laquelle le premier terrae disparatt ici, ä cause de « = 0. II reste 
simplement 

«00 «1)1 «0» 



(31.) U 



i 



«lu «ii «ii «u 

^72 

«10 «31 «M «M 



c'est a dire, ä un facteur pres, le Hennen de la fonction homoge 
confond avec ti pour 1 = 1. 



ne qui » 
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11. Dans le cas particulier d'une sarface du second ordre, le second 
membre de l'equation (31.) se reduit ä une fonction des coefficients de l'equation: 
donc pottr une sttrface du second ordre la quantile U a la mime valeur en 
chaque point. 

Posons, pour abreger, 

la propriete que nous venons d enoncer s'ecrira, d'apres l'equation (30.), 

(32.) -fißr = const. 

Mais Joachimsthal a reconnu (t. 26 de ce Journal) qne tout le long d'une 
ligne de courbare dune sarface du second ordre, on a, en designnnl par R 
celui des deux rayons de courbare qai se rapporle ä la seclion principale 
tangente a celte ligne 

(33.) = const. 

Des equalions (32.) et (33.) on conclut les deux suivantes 

(34.) = const. , = consl. 

La derniere formule exprime ce Iheoreme de M. 0. Bonnet (J. de PEcole 
Polytechnique, 32' cabier p. 143): 

Tout le long d'une ligne de courhure dune sttrface du second ordre, 
le raj/on de eourbure prindpal correspondant carte proportionneUement an 
cube de lautre rayon prindpal; et de celui -ci resulle immediatement Tun de 
ceux qu'a donnes M. Bertrand (J. de Uouviüe, toraeIX, p. 132): 

Si ton considere sur une sttrface du second ordre un rectangle forme 
par quatre lignes de eourbure, le produü des quatre rayons de eourbure qui 
repondent ä deux sommets opposes est egal au produit des quatre rayons qui 
repondent aux deux outres sommets, et de plus on peut avee ces huit rayons 
former deux proportions. 

La formale = const. exprime cet autre Iheoreme: 

Tout le long dune ligne de eourbure dune sttrface du second ordre, 
le rayon de eourbure de la section principale normale ä cette ligne carie pro- 

Jonnul für Matbcmatü Bd.LXV. Heft 4. 43 
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Appliquees au cas particulier des paraboloides, les formules — const.. 
~ = const. demonlrent les deux proprieles suivantes : 

Eh un poinl quelconque d'une ligne de courbure (Tun paraboloide. 
1 le rayon de courbure de la section principale normale ä cetle ligne a pow 
projection sur faxe de la surface une longueur constante; 2" si ton projeltt 
sur faxe le rayon de courbure de la section principale tangenie ä cette ligne, 
qu'on projelte ensuite cette projection sur le rayon de courbure, et enfin celtt 
nomelle projection sur Caxe, on obtiendra une longueur constante. 

Caen, 1866. 
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Ueber die Transformation der Abfischen Functionen 

erster Ordnung, 

(Von Herrn Königsberg™- zu Greifswald.) 



§ 1 

Das Transformalionsproblem für die Abebchen Funclionon erster Ord- 
nung, mit dem ich mich in dieser Abhandlung beschäftige, lautet folgendermassen : 

Alle möglichen Fälle zu finden, in denen man dem System von Dif- 
ferentialgleichungen: 

<**■ , _ J X * _ ^ 0-f-/fy,)<*y, ■ Q-r-/fy t )<*y. 

x,dx, x,dx t _ 0 + <*y,)<ty, | (r+fy,)<*y. 
^Ä(x,) )'/*(*,) " y/I.Cy,) }'Ä,(y,) 
durch ein System von zwei algebraischen Gleichungen zwischen den Variablen 
J <« • r i"> jfn ys 

(2 ) ^»(iF,, a:,, y,, y 2 ) = 0, /",(*,, ar„ y,, y,) = 0 
genügen kann, vorausgesetzt dass 

R{x) = x(l-a:)(l-c 7 x)(l-/ 2 a:)(l-m I ir), 

fl.(y) = i/(l-sf)(l-*»(l-i I y)(l-« 7 jr) 

und c, /, in, x, X, fx reell und <C 1 angenommen werden, während a, /?, J 
keiner Beschränkung unterworfen sind; odor anders ausgesprochen: 
Es sind zwei Gleichungssysteme 

m i **• - da x,dx i 4- x * dx ' = du.. 

und 

gegeben, es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden, in denen zwischen 
</«,, rfw,, </«',, d«i lineare homogene Gleichungen von der Form: 

du\ = ctdui+ßduj, 



(5) JA* 

und zugleich zwischen x,, x,, y,, y 2 zwei algebraische Gleichungen bestehen. 
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Mit Benutzung der Bezeichnungen von Weieratrau, die ich in diesem Journal 
Bd. 64 genauer erläutert habe, ergeben sich als Lösungen des Systems (4.) 
folgende: 

— R' {—) t7 A r i> t l> T lH T M> T 2»A 
/—ß^l) "L f H |l ii T ii) r iii r iiJi 

r «vy 

wenn ei, e? mit tt f , durch die Gleichungen verbunden sind: 

j «i = 2/f„ei4-2K,ici, 
| «, = 2/f 31 t>i + 2Ä M ©;. 
Die Grössen xi,, x«, xä sind, wenn 

o = 2/f (I 2#f (1 1 
2tf 2 , 2Ä„| 

gesetzt wird, durch folgende Gleichungen definirl: 



x„ = 



1 



(8.) 



UK' U 2K l2 
2 ihn 2üfj7 



1 



2«;, 2/r„ 

2i7f; 2ff 13 



1 



2A n 2iA' n 
2Ä,, 2il£, 



2K lt 2 »An 
2/f 2l 2MG, 

worin r, 2 = x 3l ist und ausserdem die Relation staltfindet: 

(tl.) »«•»II — V If ^ \ 

^"ll '"tt ~~ n il • A l| J 

während die K durch die Integrale bestimmt sind: 



i 



(10.) 



""7W """/W i'w 



i 



I 

IT 



■-y?=fe- *-/7=fe- <f "=^ 
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und 



(11.) ür;, = ^ t , iK'^iK^+iK^. 
Aus der Annahme, dass x, 1, // reell und < 1 sein sollen, folgt 
dass die so bestimmten #„,...#,,, ... sammtlich reell sind. 
Ebenso ergeben sich für das zweite System 



(120 



dt. 



die 



(13.) 



J^-*.)(^-*.) 



V-(l-x,)(l-x,) 



<»/(««, +/ft»,+e, y»,+o*m+C, c, /, w)„ 

#0>n«t> T u> T it> r tt)» 



(14.) 



= fl/(o Ul -f ß*i+i, & c, /, «), 

worin e und £ constante Grössen, ferner 

|«M-/?«, + « = 2C u e 1 +2C„e I , 
I = 2C, 1 c l +2(J a e I , 

und C„, ... durch Integrale Ähnlich den für das erste System aufgestellten 
bestimmt sind, in denen nur statt x, X, ,« die Grössen c, l, m zu setzen sind. 

Die Bedingung dass zwischen a?„ jej, y,, y a zwei algebraische Glei- 
chungen stattfinden sollen, geht, da sich diese Grössen durch 

o/(», , «, , x, X, fi) t , o/(«, , «, , x, X, p), 
o/ ( an, + + «, y», + + £, c , /, w ) , , (tl(au 1 +ßu l + «, y «, + J«, + £, c, ») j 

algebraisch ausdrücken lassen, darin Ober, dass auch zwischen diesen vier 
Functionen zwei algebraische Gleichungen bestehen, die von der Form sein 



F, (o/(«, . . . x. . .)] , «/(«, . . . x . . .)J, a/(a«, . . . c. . .)J, o/(a«, . . . c . . .)5) = 0, 
^(«/(ä, ... x. . .)?, «/(«,... x. ..)?, a/(a«, ... c. ..);, o/(««i ... c . = 0. 



(15.) 



Kömigtberger, über die Transformation der AbeUcken Funct. erster Ord. 

Nun ergeben sich aus den Transformationsformeln des § 2. meiner Abhandlang 
(Band 64 dieses Journals) unmittelbar folgende Gleichungen : 

(16.) a/(«H-2/T 11 ,i* J +2Ä I1 )I = a/( Ml ,« J )M «'(*. + 2Jf„, *>+2K n )\ = a/(«„ 
{17.) a/(M J + 2A' l „tt J +2tf„)i = a/(«„M,}i, o/(m, + 2A 1? , « 1 +2Ä" 11 )5 = «/(«,, th)U 
(18.) o/(m,+2i7i 1 ' 1 ,«,+2^,)] » «'(«• , o/(« l +2i^ II , uA-2iK' n )\ = o/(«, , «,)5. 
(19.) a/( Wl +2,^, Wl +2«7f w )I = «*/(«„»,};, «/(«.+2.A-;, «,+2,7f„)* = a/(«„ 

Da die Gleichungen (15.) für bcliebigo u,, «2 bestehen, so werden wir in 
der Substitution der Perioden ein Mittel haben, um die Werlhe der Coefficienten 
a, ß, y, <t sowie die Relationen zwischen den Periodenintcgralen herzuleiten: 
setzt man nämlich in (15.) statt th der Reihe nach: 

. «,+2m, /f„, «j + 2m, Ä,,, 

Wi-J-2m, Ä" 12 , « 3 + 2m 2 Ä„, 

W2mifA'; n « 3 + 2roiiA; i , 

'i», + 2m;«A7 I , » J +2m' 1 »A„, 

so erhält man acht Gleichungen, welche die Relationen zwischen den in ein- 
ander zu transformirenden Systemen lieferu werden. 

Aus den beiden algebraischen Gleichungen (2.) folgt nämlich, dass 
einem bestimmten Werthepaare x 2 im Allgemeinen eine endliche Anzahl 
von Werlbepaaren y, , 9, entspricht und umgekehrt. Ein bestimmtes Werthe- 
paar von y,, y 2 liefert aber ein Werthepaar von: 

&/(«!, u t , x, ...),, <*/(«j, «j, x, ...)j, 

also darf diesen Grössen auch nur eine endliche Anzahl von Werthen 

a/(a« l +/3M 2 +*, • • • c, • ■ •)•» o/(«»i-f /?«2 + V • ■ e,. . .)j 
entsprechen. Da aber aus jedem der durch die Substitutionen (20.) entstan- 
denen Gleichungssysteme sich unendlich viele Werthepaare ergeben, so 
müssen sich die einzelnen Paare von einer bestimmten Grenze an wiederholen 
und es müssen also die Gleichungen stattfinden: 

| a/(o«,-f ßui+e+2am l K u -\-2ßm l K 7l , y «^ttoj-f £+2yin,Ä' n -f 2 Jnt,Ä,„c,/,fi»)J= 
1 fl/(a«,-f/9»,-|-«-f2an, K n +2ßn t /f 2 ,,yw,+öV-f £+2?iti Jf„-f-2<Jn, A } , ,e,/,m)| 

und ähnlich gestaltete, die sich für die Abelschen Functionen mit dem Index 
1 und 3 aus den in (20.) angegebenen Substitutionen ergeben. 

Da nun die Functionen «/(■,,«,). nur vier Perioden haben, so könnte 
man aus den Gleichungen (21.) unmittelbar die Relationen herleiten, zu denen 



(210, 
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wir am Ende des folgenden Paragraphen geführt werden; ich ziehe es jedoch 
vor, hier eine rein algebraische Auflösungsmethode zo geben, da dieselbe uns 
einige für die Theorie der ^-Functionen wichtige Formeln liefern wird. Fügen 
wir also zu den Gleichungen (21.) und den dazu gehörigen noch die ähnlich 
gebildeten für die Abelscheü Functionen mit dem Index 13 hinzu, was, da die 
Argumente Uj beliebig sind, erlaubt ist, so würde, wenn: 

j««,+ /?i» 2 +2«m I Äi.+2/?m 1 Ä , ai + « = M u t>\+2C n ^, 
f7Wi + ^+2ym 1 /T„ + 2Jm I Ä J1 +C = 2^,»i-f 2C, 2 »i 



(22.) 



(23.) 



(24.) 



j«« l +/?« J +2on l tf 11 +2/Sn 1 Ä, 1 + < = 2C II » I +2C„* 2 , 
jy« 1 + <f« I +2yn 1 üf 1I +2(yn 1 /f lI + C = 2C Il to l + 2C„to 2 

gesetzt wird, unsere Aufgabe folgendermaßen lauten: 

Es sollen die Werthe von i>i, t>i als Functionen von t>,, u, ausgedrückt 
gefunden werden, welche die drei Gleichungen befriedigen: 

, »(»;, O! »(».,«o: +(»'„»;): _ »(»„»,): 
*(»>;):. _ *(»„».):. 

Lösung dieser Aufgabe schicke ich ein System von Additionsformeln 
voraus, das mir für die Behandlung verschiedener Fragen in der Theorie der 
Abehchen Functionen als das bequemste erschienen ist. 

§. 2. 

Indem ich die im §. 3 meiner Abhandlung (Band 64) gebrauchten Be- 
zeichnungen festhalle, setze ich 

«, = 1, *, = 3, 

also 

e =(13)(13) = 5, * = i, 3, 13, 
so dass, wenn <T = 5 angenommen wird: 

Y = 5, 1, 3, 13 ist 
Die dort aufgestellten Gleichungen werden nun, wenn w, = », = 0 gesetzt und 
*(»;+*«,*i+*»). mH P a , #{»;-*>„ toi-b,). mit Q a , mit p a , 

#(»„&,)„ mit q m bezeichnet wird, folgendes System von AddiÜonsformeln 
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&IP1Q1 = plq\ -pW»+pW»~pW*i 









0« 


= 


Pi?4 — Piqi* — Pj?M+Pu7lß» 












„2 ? ,15 11 , 1 » 
— Psfl/l +P, ?J4 — P J g 14 + PlJ?0 






P* tfu -p! -pl +p» 7?« , 






-Pl & +Pl ?« +p5 tfn -P» q\ , 






pSrfj+p;?* 1 +p5??H+p l u g«, 


&lP»Q a 




- Ps?u-P?7? +PWl +P»?si 






P»??4+pItf -P^?«-P 7 U?J4, 


ft.PnQn 




pJ9?j+pl??*-p]?* ~Pu7n, 


»IPuQu 




— PS q-H — Pl 9<0 +Pl ?UI + P»J ?U 1 


9\P»Q* 




pJpl+PltfSl+P^ +PU^4- 

* 



Die drei Gleichungen (24.) werden nun, wie aus der dritten, fünften 
und zwölften der eben aufgestellten Additionsformeln ersichtlich ist, in das 
folgende Gleichungssystem übergehen: 



(26.) *(»;+»,,*;+*,), #(*>;-*,,*;-*,), =o, 



oder vielmehr, es werden die gesuchten Werthe von *>i, t> 2 , wie aus (22.) 
und (23.) hervorgeht, die folgenden drei Gleichungen befriedigen müssen: 



Es ist also die Frage darauf zurückgeführt, die Werthe von k>i und w» zu 
suchen, für welche die drei Functionen: 

& (W| , W,)i , # (iPi , , # (», , to 2 ),i 

zu gleicher Zeit Null werden. 

Zur Lösung dieser Aufgabe schicken wir folgenden Hülfssatz voraus: 





(27.) 



a(»i-»i,t>;-*)i = o, 

^(»i-toi^-to,), = 0, 
9 (tol-ö,, toi -to,) u = 0. 
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Wenn e„ e 2 Werthe der Variablen sind, welche die drei Gleichungen 
befriedigen : 

(28.) = 0, = 0, ^(e,,e J ) I , = 0, 

so müssen nothwendig die Gleichungen bestehen: 

/ »(>,+*„«.+«.)„ V = / frQ,,«,),, V 
V «, + *,), / ^ («„«,), ' 

Zunächst ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn #(*i, <*>)n ^( u m «j)u 
für dieselben Werthe von «, verschwinden, nicht auch #{«,,wj) 5 für eben 
diese Werthe Null werden kann; denn nach der ersten Formel (25.) ist: 

frl.fr(v t + e l ,u J -\-ei) i 9(ti i — e l ,v 3 —e i ) i = 
& («, , ■,)» * («i i * («i , «i)i * («i * <h)\+& («i , «i)j # («i i «J ) j+#(«i , «i)u # («i , e,)n ; 
wäre nun *u gleicher Zeit: 

#(e t , e^)s = #(ei, e?)i = ^(^l, *i)j = ^(^n *j)u = 0, 
so müsste auch 9 (ti, -He,, «i+ei)»#(«»i — «1 — 62)5 = 0 sein, was, da i# M tt, 
beliebig sind, unmöglich ist. 

Nun ist nach Formet (4.) (Bd. 64, p. 28 dieses Journals) : 
9 s .& t .& («,+ e, , «,+ th) 2 9 >,-e, , «j-ejj = & (e, , e,) s # (e, , # («, , m,) 5 £ («, , «,), 
und nach Formel (1.) 

& s .9i.& («1+ e, , «,+ 4), # («,-e, , e,) 5 = * (e, . Cj) s £ (e, , e,), & («, , «,), £ (», , «,), 

oder durch Division, die erlaubt ist, weil, wie eben bewiesen, #(«1,«,)$ 
nicht Null ist, 

, 2Q ^ *(«,+«,, «.+«.). _ *(«„".). 

^ 9(.u,+e„ n,+O t *(«„•,). *(»„«,).' 

Ebenso folgt aus der elften und ersten Formel (Bd. 64, p. 28 dieses Journals) 

C3Q s *(«.+«,,«,+«.),» _ A. #(«,,0,, *(«,,«,)„ 
*C«i+«i»«t+«i). *(>,,«,), 

und aus Verbindung von (29.) und (30.): 

■ II \ ^(«, 4- ",-!-«,)„ . Q„ #(>,, «,),, 

^ 01 ->' *(«, + «„ «,+ 0. *(•,,«.), *(«.,«,), ' 

welche Gleichung, wenn man die Substitution 2 auf sie anwendet (Bd. 64, 

p. 23 dieses Journals), übergeht in: 

Journal ftlr Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 44 
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Nun erhält man aber aas (31.), wenn man in derselben « t = — e,, «i = — 
setzt, die Gleichung: 

so dass (32.) übergeht in: 

Behandelt man ebenso die Functionen mit dem Index 23 and 2 durch die 
Substitution 2 und die Functionen mit dem Index Ol und 03 durch die 
Substitution Ol, so erhalt man die beiden Gleichungen: 

( > f »(■.+«■> "i+o» y _ ( H«» «o,y / ^(«.-k, «.+«,)„ y _. »,)„ y 



Bevor wir zur Anwendung dieses Satzes gehen, müssen wir die Ent- 
des zweiten Difterentialquolienten des Logarithmus der 9- Function 
in algebraische Functionen der Quotienten voranschicken. 

Ich begnüge mich mit der Angabe des Resultats, indem ich nur be- 
merke, dass dasselbe aus der ersten Gleichung (25.) dnreh Entwicklung beider 
Seiten der Gleichung nach Potenzen von e,, e, erhalten wird; die drei Re- 
lationen sind: 

du] 

dv] [ et, V*c«„«.),y,i öe, W(",."»), y l i a», Wc«..«o,. y 



yiog»(n..«i), . 



^. /^lV /^-Y /^llV 

d'log3(i»„ O t = 
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Sind nun e,, e, Werthe der Variablen, welche die Gleichungen befriedigen: 

0(e.,*)i = O, ^(e I ,e,) J = 0, 

und setzt man in den Gleichungen (35.) statt « t +e M statt u,+ e„ so 
erhält man mit Benutzung des in den Gleichungen (33.), (34.) ausgesprochenen 
Hulfssatzes die Gleichungen: 

d'log&(u +e„u t + e t \ = a*log3Q„ u t ) t 
du t . du, du,, du, 

Die Integration dieser Gleichungen liefert die Relation: 

(37.) tf-fa + enib+e,), = e"" + «" + r 0(«i, «,). 

wo p, 9, r Constanten sind. 

Seien nun ei, ei zwei andere Werthe, für welche #(«i, «j)i, #(«»i, «j)ji 
#(«,,«,)» zu gleicher Zeit verschwinden, so erhält man ebenso: 

(38.) *(«,+ei, = e'"" + '"" + "#(« l , •,), 

wo, wie leicht zu sehen, zwisch%i den Grössen p, q, e», e„ p', q', ei, e, 
die Relation bestehen muss: 

(39.) pei+fei-p'e.-7'e, = 2mi, 

wenn * eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Durch Substitution der vier 
Werthepaare 0, 1; 1, 0; 

T n? T «; t k , r» ergeben sich für ei, folgende 



(40.) 

'e, = 



= « l +»|T ll +»jT 12 , 

fe, = b»j + »i t ji + »»3t m , 

in denen die Grössen m,, »h, wie man sich durch Einsetzen in die 

zu befriedigenden Gleichungen aberzeugt, beliebige ganze Zahlen sind. Es 
sind also die Lösungen der Gleichung (27.) also auch die der Gleichung 

(24.) folgende 

■ 

Ui-to, = r n +t n T n + 9 n r ny 

in denen r 11} r J2 , «„, #„ beliebige ganze Zahlen sind, oder nach (22.) 

44* 



344 Königtberger, über die Transformation der Abelichen FuncL erster Ord. 
und (23.): 

Um, -«,)(«#„ +/?#«) = C u (r„ + *,|T 1I +« rt T 1 ,)+C, 1 (r n +« 1 ,T J1 +« n T„), 
t(mi-n l )(yJr,, + <Mf«) = C 1I (r I1 +*,,T 11 + *„T, J )+C«(rn+«i,T„+« ll T 1: ). 

Aehnlich liefern die übrigen Systeme (20.) die Gleichungen: 

l(mr-n 2 ) («#«+/*#«) = C„(r«+f„T u +*aT B ) + C ia (r a +««*M+»««aX 
( ^ ((mj-nOCyÄrn + ^Äa) = C lI (r M +* 1 ,T u +»„T„) + C„(r M +« J1 T II +« J1 T 2J ), 

j i(m'-n;) (oÄ-;, + /Wf a ) = C„ (ri, + 1 ;.t m + #„t b ) + C B (r B + »i,T 2l +*>«), 

< « (mi— ni) («Ä-; 2 + /3#fä) = C I1 (r a +«;iT u +« a T 1J )+C„(r a +«ii»«+4Ta)» 
(44-) ji(«;-n 2 )(yArö+<Wr«) = C 2I (r a +«;,T„+» n T„) + Cn(r a +« a T a +» a T a ), 

wo die r und * beliebige ganze Zahlen sind. 



§ 3. 



Setzt man zur Abkürzung 



(45.) 



m 2 (r u -f«ii*i i+»n T n) = ffl in (r,:+«u*Ji+«n T ») = »ni m, — tt, = », , 

I "»i (»M+«u T ii+»n*n) = »ai i m » (* , n+* a T a +* a T a ) = 1*«, tt1j — n 2 = 

| «i (fu+»u*ii+*»*n) = «in *i (rM+*u*M+««Tai) = W B , «i — ni = »i , 

»i( r «+»2i T ii+*MT«) = «»in »l(» , a +«MT I1 +* a T a ) = l^i, m 2 -n,=»i, 

so ergeben die Gleichungen (41.), (42.), (43.), (44.) folgende Resultate: 

m,m, ffl,,t»„ ™, ,m'„ 
T ll = ZT»T' m m —m m ' 

, _ w t w, w,,w„ — w,,w,, 
T " m>, »„»,, — ».."t! ' 

, W,IW, W„ W M — «',,!»,, 

\ m,w 3 w*,,»",i — m u m n 

T » _ w,m, m', ,«,,—»»',,»»,, 
m,«», i m ti m it m t\ 

, , , ( 19»,»», V W» , — W'„W ,, 
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(47.) 



II V i Iii I ~M~lt; 


1 1 V""» 1 1 1 








+ *..C lt ) 


m t m t (K n K tt 












m,m,(Ä' ll A' 1 , 






^ • 1 ( m » i ^ii + t t) — 







I m 1( m tl -in <t m tl 



endlich 

(48.) 

wo noch, wenn 

jf7*,r 2o = p 2a , «hr, 0 = pi 0 , »i»j 0 = öj«, «Mi. = o la , 

gesetzt werden, die ans der Gleichung r' n = x' 3l hervorgehenden Bedingungen 
hinzuzufügen sind: 

«=»,2 a— 1,3 

(50.) <J (c..^-p:,^) = 0, (o OI o aJ -o rf0aI ) = 0, • 

£ (Cu^i -?>«.) = *, 2 (p.,^ -*?>„,) = », 

worin n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die soeben für die algebraische 
Transformation aufgestellten nothwendigen Bedingungen auch die hinreichenden 
sind. Nach Hermite (sur la theorie de la transformation des fonctions Abeliennes, 
comptes rendus, toroeXL, annee 1855) ist nämlich, wenn wir: 

ei = m t . m? . co, , e 2 = m 1 . n»i . a> 2 , 
' _ "i , < "»,.», , _ m,.m, 

setzen, der Quotient: 

$0, ."„<„ ,<„><,.)/» 
algebraisch durch die Functionen des ursprünglichen Systems ausdrQckbar. 

Da nun 

# (m, u>, , ra, f» 2 cu 2 , m,w.. /j, , m, flM 13 , m, ki) B 
eine algebraische Function der Functionen 
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x m,m t tn t m t m,m t ' * 

algebraisch durch 

9 (w»i»*}0»i, i», f»jiü ?1 M|i)ft/ii> *»i W|iHif»)ff 

aus drückbar ist, wie man leicht einsieht, wenn in die oben aufgestellten Zahlen- 
gleichungen 

ö,, = 1, (f n — 1, p« = »»i»»i, Pn = f»i«i 
gesetzt wird, so folgt, dass die aurgestellten Transformationsbedingtingen die 
nothwendigen und hinreichenden sind. — 

§ 4. 

Nachdem wir bis hierher ' die Moduln der ^6e/schen Integrale keiner 
Beschränkung unterworfen haben, machen wir nunmehr die Annahme, von 
der bereits am Anfange dieser Arbeit die Rede war, dass die Moduln des 
ursprunglichen Systems c, /, m sowie die Moduln des transformirten Systems 
x, A, fi reell und <C 1 sein sollen. 

Da unter dieser Annahme die Perioden K und K' reell werden, so 
müssen die t und %' rein imaginaire Grössen sein und man wird, wenn der 
reelle und imaginaire Theil in der ersten der Gleichungen (46.) auf beiden 
Seiten einander gleich gesetzt wird, aus dieser einen Gleichung folgende zwei 
erhalten : 

(51.) 
und 



»."»« e;.e».-g.,e.^(g',.g,,-g,.g;,X T , l y »t- r l . T ti) 



(52.) j w,w t ( glt q; ,-e', t g„)T„He«,g',»-g;,g«iXi Kg'.,g.,-g„<y; ,X,+(g. ,q,t-gt,g„Xi 

« (e. 1 fti- ; p,.ft.>«<«.,«ti-«..<'..X»„*.t-*i.*ii) 
Die ähnlichen Ausdrücke für t;„ tJ,, xi, ergeben sich aus (51.) und (52.), 
wenn man in den Zählern dieser Ausdrücke 1) in den nicht gestrichenen 
Buchstaben für den ersten Index 2 den Index 1 setzt (mit entgegengesetztem 
Zeichen), 2) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 den 
Index 2 setzt, 3) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 
deu Index 2, in den nicht gestrichenen für den ersten Index 2 den Index 1 
setzt (mit entgegengesetztem Zeichen). 
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Man erhält auf diese Weise 6 Gleichungen zwischen den 6 Grössen 
Tu, t„, t K , ri,, t^, t m , aus denen sich bestimmte Werthe derselben, ausge- 
drückt durch die ganzen Zahlen q und o, welche nur die Bedingungsgleichungen 
(50.) zu befriedigen haben, ergeben würden. Damit würde jedoch das reelle 
Transformationsproblem, wie wir es uns oben vorgelegt, und in dem zwar c, 
/, t» reell und <1, im Uebrigen aber als beliebig gegeben vorausgesetzt wurden, 
nicht gelöst sein; es ist vielmehr dazu nothwendig, dass, damit sich für t„, 
r m Tb keine bestimmten Werthe ergeben, drei dieser 6 Gleichungen identisch 
werden. Es müssen also die drei Gleichungen (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten, oder (52.) und die zwei zugehörigen identisch werden, weil je 
drei immer denselben Nenner haben und r u , t«, sich durch diese Glei- 
chungen aus t„, t„, t„ bestimmen sollen. 



§• 5. 

Wir ziehen nun den ersten Fall in Betracht, in welchem der Aus- 
druck (51.) und die zwei Ähnlichen für ri,, t^, die wir hier jedoch nicht an- 
geben, identisch werden. 

Die nothwendigen Bedingungen dafür sind offenbar folgende: 

9n9n— pn Qii = 0, / a'„ a„ — <*,, a' l2 = 0, 



PiiPh — PuPu = 0, Kl»«— 0.1011 = 0, 

(53.) , , (54.) i , 

piiPn-PiipM = 0, o'nOn — Ondn = 0, 



(55.) 



?M<*11 — PljÖjl = 0, 
p M a,2 — C«öjj = (» 1| <T2,— p 2l o u = 0, 

p,,a M — (»21^11 = 0. 



Die Untersuchung dieser Gleichungen ergiebt, wenn man darauf achtet, 
dass die drei andern Ausdrücke für ri,, t;,, nicht identisch verschwinden 
sollen, nur die beiden Falle: 

(56.) (>'„ = (»1, = (?'n = Qn = 0 und o„ = a„ = <7j, = a„ = 0 

oder 

(57.) q u = p„ = (»21 = = 0 und a u = a„ = o„ = o n = 0. 
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Im ersten Falle erhalt man die Ausdrücke: 

(58.) t'„ = m !*> .?««"'■ + P T « g '.T r .« -gtX,*., 



and die ähnlich gebildeten für r n , t„, t;„ ferner 

(59.) 



e ; = m, m. 0.-Qg»«-C p .-Pg., 



während die o und den Gleichungen genügen müssen: 



woraus leicht Folgt, dass die Coefficienlen von t,„ t„ in den Zahlern von 
f n , Tn, t m bis auf das Zeichen einander gleich werden. 

Die Mulliplicatoren o, /?, y, J sind durch die Gleichungen gegeben: 

W « - « 1 » t (jsr ll /f„-ür 1 ,Ä', I ) 

und die ähnlich gebildeten, woraus ersichtlich, dass in diesem Falle die Mul- 
tiplicalorcH reell sind. 

Im zweiten Falle (57.), erhalten wir für die transformirten Moduln die 
Ausdrücke 

und die ähnlich gebildeten; die Argumente der transformirten &- 
die Form: 



©i — fHj ntj 



»,-«.X^^.,-rg.«'„)-(p.-«,Xg.,T„+g»T, 1 ) 



(62.) 

wahrend die Zahlen und a die Gleichungen befriedigen 



; = m,m i ~^~^ Xq " r "' i ' g " t " )+(t> '~ < ' Xg H r H + g " r M), 
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(63.) 



c» 0H+ c» 0« 

Cn011+Cn011 

Pn0ii + pM»n 



o, 
o, 
», 

n. 



Auch hier sind die Coefficienten von T n , r ai bis auf das Zeichen einander gleich. 
Die Multiplicatoren a, ß, y, <? sind durch die Gleichung bestimmt: 



(«4.) 



a = 



und die ähnlichen, woraus hervorgeht, dass in diesem Falle die Multiplicatoren 
rem imaginär sind. Wenn also die Gleichung (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten identisch werden, so finden wir »wei verschiedene Arten von Trans- 
formationen, deren wesentlicher Unterschied darin besteht, dass in dem 
Falle die Multiplicatoren reell, im andern rein imaginär sind. 



(65.) 

(66.) 

(67.) 

(68.) 
(69.) 



§. 6. 

Eine genauere Untersuchung erfordert die Annahme, dass die Glei- 
chung (52.) mit ihren zwei ähnlich gebildeten identisch werde, oder dass: 

Cm 0u— C« 0ji = 0, 
0« ~ C« 0n + (>h0ii— p«0u = 0, 
(>'ii 011 — C« 0ii = 0, 
(>n 0ii — (>n0ii = 0, 
Qndn— (»Ii 0« + pa 0ii— Cii°u = 0, 
Pii0u — Pn0« = 0, 
Cm 0«— Ca0n = 0, 
Cm0m— (>m0m + (»ii 0 «— Cm 0ii = 0, 
Cm0m— Pii0m = °* 
Cii 0m Cm 0ii = 0, 
CiiOm— Cm0ii+C«0u— Ca °m = 0, 
Cii0u — Cii0m = 0, 

IPuCm-CiiC« = 

f0ii0ii— 0U011 = 0. 
Bd.LXV. Heft 4. 45 
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Aus den beiden ersten Gleichungen von (65.) und (66.) gebt hervor, 

entweder & u = 0 und g'„ — 0 oder f> il a ll ~ p,,o n = 0 ist, 
ferner aus den beiden letzten Gleichungen von (65.) und (66.), dass 

entweder o' u — 0 und p' n = 0 oder p^Ou = 0 ist. 

Da nun nicht zu gleicher Zeil <t' u = 0, oi, = 0, (»ii = 0, <f\ 2 = 0 sein kann, weil 
dann der Zähler von t u in (51.) identisch Null würde, so können, wie aus 
den beiden anderen Bedingungen hervorgeht, in den Nennenwder Ausdrücke 
von t u , r n , r n nicht t u und t„ zu gleicher Zeit vorkommen. Es möge 
nun t„ herausfallen, so dass die Bedingungen gelten: 

(70.) ö u = 0, (>n = 0, c 1 ,o«-p7iffi 2 = 0. 

Die zweiten Gleicbungon von (65.) und (66.) gehen dann über in: 

woraus 

entweder (>« = 0 und o' a = 0 oder (* J2 0ji— Pn0"„ = ö folgt, 
und da die ersten Bedingungen den Zahler von t'„ zu Null machen würden, 
so bleibt nur 

(71.) lfnOn-(f»<* ti = 0, 
mit anderen Worten, es verschwindet auch r„ aus dem Nenner von (51.). 
Da nun nach (69.) 

PmPm— Pupji = 0, 

so folgt wieder 

(72.) entweder p M = 0 und (»„=0 oder o u lfu~Qu<h»=0, 

d. h. es fällt entweder t 12 oder t 2I aus dem Nenner heraus. 

Da aber auch «nO,, — a n o 2l = 0 sein soll, so ergiebt sich 

(73.) entweder o u = 0 und <r ai = 0 oder p«a u — — 0, 

woraus in Verbindung mit (72.) nothwendig folgt, dass: 

(74.) entweder a u = 0, ö„ = 0, 

(75.) oder p« = 0, = 0. 

Es würden sich also zwei Fälle ergeben, welche durch folgende Bedingungs- 
gleichungen bestimmt sind: 



I. 



<*u = 0, o'„ = 0, 

f U OB-f«|ffB = 0, II. 

o u = 0, o„ = 0, 



c'n = 0, g' n = 0, 
(»« = 0, p M = 0. 
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Für die erste dieser beiden Annahmen folgt aus (50.): 

a n o' n = 0, q„ a' u = 0, 

also entweder 

o n = 0 oder a n = p M = 0. 

Da aber die letzte Annahme den Zähler in (51.) zu Null machen würde, so 
muss<ri, = 0 sein. Nun ist ferner nach den zweiten Gleichungen (65.) und (66.) 

Qn<l't2 = 0, 9nO,7 = 0i 

woraus Ähnlich wie oben ö' n = 0 folgt. 

Benutzen wir endlich die drillen Gleichungen in (65.) und (66.), so 
ergeben sich die Bedingungen: 

(»'„ 0,2 = 0, <>i|012 = O, 

welche, da 0,2 = 0 und ^, = 0 wegen des Verschwindens des Nenners un- 
statthaft ist, in q' u 0 übergeben. 

Gonau in derselben Weise würden sich in dem Falle II. noch die Be- 

i 

dingungen hinzufügen lassen: 

Qn = 0, (>'„ = 0, a' n = 0. 
Stellt man die erhaltenen Bedingungen in jedem dieser beiden Ffllle für sich 
• zusammen, so sieht man, dass sie, da der Zähler von (51.) verschwindet, un- 
vereinbar sind; es ist also unmöglich für den Fall, dass t„ aus dem Nenner 
herausfällt, die in den Gleichungen (65.) bis (69.) gestellten Bedingungen zu 
befriedigen. Zu demselben Resultate gelangt man auch bei der Annahme, 
dass t„ aus dem Nenner verschwindet, d. h. dass die Bedingungen gelten: 
o l2 = 0, Q tl ~ 0, P2?o„ — pu^i = 0. Nimmt mau endlich den letzten noch 
möglichen Fall, dass die beiden Gleichungen staltfinden: 

Qu <*n - p» tf« = 0 und Q„o n — q 21 a,2 = 0, 
so gelangt man genau auf demselben Wege zur Ueberzeugung, dass die Be- 
dingungen (64.) bis (69.) nicht befriedigt werden können. 

Es ist somit nachgewiesen, dass die Ausdrücke (52.) und die beiden 
ähnlich gebildeten nicht identisch verschwinden können, ohne auch die Aus- 
drücke (51.) unbestimmt zu machen, ein Resultat, das von dem in der Theorie 
der elliplischen Functionen bestehenden abweicht, für welche Abel bekanntlich 
bewiesen hat, dass sich der den Gleichungen (52.) entsprechende Ausdruck 
identisch Null machen lässl, ohne den der Gleichung (51.) analogen ver- 
schwinden zu lassen, in welchem Falle sich eine Transformalion der ellipti- 
schen Functionen mit rein imaginärem Mulliplicator ergiebt. 

45 • 
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Es sind also die beiden angegebenen Ffitle die einzigen, in welchen eine 
algebraische Transformation existirt, welche ein Abelsches System mit den be- 
liebig gegebenen Grössen c, l, m, die nur reell und <C 1 sein müssen, auf ein 
ähnliches System zurückführt. Sind jedoch nicht drei Gleichungen der Systeme 
(51.) und (52.) identisch, sondern eine geringere Anzahl, was natürlich nie 
bei zwei Gleichungen aus verschiedenen Systemen stattfinden kann, so können 
noch andere Transformationen als die oben angegebenen existiren, wobei je- 
doch zu bemerken ist, dass dann das gegebene System kein willkürliches 
mehr ist, sondern die Moduln oder auch c, /, m gewissen Bedin- 

gungen unterliegen werden. Sind nämlich zwei Gleichungen des Systems (51.) 
identisch, so werden die r der Bedingung genügen müssen, dass T„.T M -r;, 
eine rationale Zahl ist, wfihrend, wenn zwei Gleichungen des Systems (52.; 
identisch Null werden, eine ganzzahlige Relation unter den t des gegebenen 
Systems von der Form Ai n -\-Br a -\-CT n = 0 bestehen muss; in beiden Fällen 
können noch algebraische Transformationen existiren, die im Allgemeinen com- 
plexe Multiplicatoren liefern werden. Ist nur eine Gleichung der beiden 
Systeme identisch, so wird für das erste System die frühere Bedingung be- 
stehen bleiben, für das zweite noch die Bedingung hinzutreten, dass die Quo- 
tienten der t im Allgemeinen rationale Zahlen sein müssen. Bestehen endlich 
alle 6 Gleichungen (51. ) y (52.) zu gleicher Zeit, so erhölt man für die Mo- 
duln t„, t i2 , r n Zahlenformen, die noch eine unendliche Reihe von Werthen 
für dieselben zulassen, deren Untersuchung jedoch in dem allgemeinen Falle 
der Transformation kein hervorragendes Interesse hat. 



Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall des allgemeinen Transformations- 
problems, in dem man voraussetzt, dass c, /, m, *, ,it respective einander 
gleich sein sollen, mit anderen Worten die Lösung der Aufgabe, alle mög- 
lichen Fülle zu finden, in denen das System von Differentialgleichungen: 



§• 7. 



(76.) 



x t dx t x t dx t 



dz, dx t 



( tt 4-/?y,)<fy, ■ («-My.) <*y. 
(r+*y,)rfy, , (r+*y.)<*y, 
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algebraisch integrirbar ist, wenn 

R{x) = ar(l-x)(l-c l a:)(l-rx)(l-m , ar), 

und c, /, m reell und < 1 sind. Es ist dies der Fall der Multiplication. - 
Was vor allen Dingen die für die Multiplication notwendigen Bedin- 
gungen betrißt, so sieht man leicht, dass die Gleichungen (41.) bis (44.) be- 
stehen bleiben, mit der einen Veränderung, dass wegen der Gleichheit der c,ln$ 
und x, l, fx an Stelle der K und K' die C und C gesetzt werden. Es werden 
also mit dieser Veränderung auch die Ausdrücke für die Multiplicatoren a, (i, 
y, <t (47.), so wie die Werthe der neuen Argumente der Functionen (48.) 
dieselben bleiben, während mit Beibehaltung der oben definirten Zahlen m, n 
die Gleichungen (46.), in denen T U = T Ui *n = *m t,, = t m zu setzen ist, 
durch Zerlegung in den reellen und imaginären Theil die folgenden Relationen 
zwischen t„, t„, t„ liefern: 



(77.) 



r n = 
T n = 

iw,w t ,g.,)r, , ,-(>; ,g„)y„+(g'. .q„-e,y, ,X, ,gM-p„q„)*„ 



und die ähnlich gebildeten für t w , t 2i , Tj,, welche man durch 
der Indices in den u, p' auf die am Ende des §. 4 angegebene Weise 
erhält. Die oben in den Gleichungen (50.) gefundenen Bedingungen endlich 
müssen fürs Erste durch folgende zwei Gleichungen ersetzt werden, welche 
man durch die Relation t m = t„ und Absonderung des reellen und imaginären 
Theils erhält: 



(78.) 



Cupn— PiiPn+oüPn— VuQn+tfuOa— <fiiön+<*a<*n— 0ji<*m) (T||T n — T M i M ) = 0, 



Soll nun die Multiplication für beliebig gewählte c, /, m also anch t U) t, 2 , 
t m stattfinden, nur mit der BeschränkuQg, dass c, /, m reell und < 1 sind, 
so müsen die 6 Gleichungen, welche durch (77.) und die 4 ähnlich gebildeten 
dargestellt werden, identisch sein, in welchem Falle die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt sein 
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(79.) 



CiiCii— PuP« = 0, 
piip»-p2ip22 = 0, 
piipt2-pnp» = o, 



a' u a u ~ a u a' u = 0, 
öi,a n — ff« 022 = 0, 
<ji,o n — <t„ö„ = 0, 

Pj,<t„— p,,«,, = 0, 
(»n^ii — Pii»a + (>ii'»i| — P««u =0, 
Pii°m — 9n a n = 0, 



Pii«*» — Pj|On = 0, 

PU^M— 011*12 = 0, 



PmOji — P22O21 = 0, 



(80.) 



Ph — p« <*ti — o, e„ oi, — pij <r„ — o, 

e» — ei» <*m+ c'n On — psi <*u = o, 
\ «i«« 2 (e 23 ffii-c>«)-fl»i«» 1 (<>iipn-(>i J (4i) = o, 

m, m, (p'„ <T„ - p u a; 2 + p„ a' tl — p'„ <x„) — m, (p„ p„ — p„ p„) = 0, 
«».'^(pn^-piäOM+pi.OM-pj.O-wl^^uPH-pnP,.) = 0, 
»i«»i(pn^-p2i<In)-wi«»i(PiiPn-pii(>ji) = 0, 

Pl2 «22 ~ P» <*IJ + (»il 0„ — Pll «21 = 0, 

^81.) 0"nOj2 — &n n 7i ~ 0. 
Da die Gleichungen (79.) mit den (53.), (54.), (55.) übereinstimmen und die 
Bedingung, dass 

PnpM— Pupan ffit<*?2 — "ntfji 

nicht zu gleicher Zeit verschwinden, auch hier aufrecht zu erhalten ist, da 
sonst, wie nicht schwierig zu sehen ist, 

Pn = Pii = p2i = P» = a n = °ii — ff Ji = a n = 0 
folgen würde, so bleiben auch die oben erhaltenen Lösungen für unseren Fall 
bestehen : 

(82.) entweder (?' u = Q n = p,, = pn = 0, o„ = a„ = = o n = 0, 

^83.) oder p„ = p u = p„ = p„ = 0, a' u = aj, = oi, = a n = 0. 

Da nun ausserdem die Gleichungen (78.), weil die t„, T n , t„ beliebig sein 
sollen, in die für die Transformation nothwendigen Bedingungen (50.) über- 
gehen, so sind diese beiden Fülle der Multiplication in den Transformations- 
arten des §. 5 enthalten, und wenn wir noch die obigen Bedingungen mit den 
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dort gegebenen Ausdrücken werden vereinigen können, so wird die alge- 
braische Lösbarkeit des Multiplicationsproblems erwiesen sein. 

Für die durch die Gleichungen (82.) ausgedrückten Bedingungen gehen 

(80.), (81.) Über in: 

f> n o' l3 = 0, (* u o« = 0, 
woraus folgt, dass, damit in (59°.) » nicht Null wird, 

(84.) c» = 0, <>„ = 0, o;,=:0, & n = 0. 
Ausserdem liefern die noch übrigen Gleichungen (80.) die Bestimmungen: 



(85.) 

also 



, mm' , m,m' 

i mm. i m.m. 



p„ = (> n , oii = oij, 



Da nun nach Gleichung (59".): 

ist, wo n eine ganze Zahl, so erhält man: 



/ Mi. m, 



es raoss also der Zahlenausdruck nm,t ^ das Quadrat einer ganzen Zahl sein. 
Da nun a' lt = p u , so folgt ebenso, dass die Grösse WI "' IW * das Quadrat 

einer ganzen Zahl ist. Stellt man diese für die Hulliplication notwendigen 
Bedingungen zusammen, so findet man aus (58.): 

, m.m. 



m',m, p M 

sieht also, dass die notwendigen Bedingungen auch die hinreichenden sind. 



356 König$berger, über die Transformation der AbeUcken Fund, enter Ord. 

Was die Bestimmong der Werthe der Multiplicatoren a t ß, y, 6 in 
diesem Falle betrifft, so ergeben die Formeln (60.) und die drei Ähnlich ge- 
bildeten: 



oder da 



= i/^l, also = l/- 



e» = Y-^r-> 8180 "^r- = ^ = 15>£ » 

wenn 

not', ml 



gesellt wird, die Werthe: 



wobei hervorzuheben ist, dass a und d einander gleich und rationale Zahlen sind 
Wir haben nun noch den zweiten Fall zu untersuchen, in welchem die 
Gleichungen gelten: 

Cu = *?n = <hi = = 0, o'u = ff« = o'u — oit = 0, 
und der, wie wir wissen, eine algebraische Transformation für beliebig an- 
genommene c, /, « (reell und <Z 1) mit imaginären Multiplicatoren lieferte. 
Man uberzeugt sich jedoch leicht, dass hier die für die Multiplication not- 
wendigen Bedingungsgleichungen (80.), (81.) nicht erfüllt werden können. 
Man erhalt nämlich mit Benutzung von (63.): 

Qu o n = 0, & a u = 0, ?' a a u = 0, 
g' n a u = 0, <>;, <t n = 0, <>;, a a = 0, 
(>i>» = 0, ^o„ = 0, 

welche den letzten beiden Gleichungen vou (63.) widersprechen. 

Von den beiden möglichen Fallen liefert also nur der erste für be- 
liebige c, /, m eine Lösung des Multiplicationsproblems und wir gelangen so- 
mit zu einem dem Abelschen Satze in der Theorie der elliptischen 
cendenten analogen Theorem: 

Das System von Differentialgleichungen: 

dx, _ (« + ar,)<*y, . («+/fr,)<*y t 

***** ■ _ (r+ty,)**, . (r+*yt)<*y t 
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in welchem 

R(x) = x(l-x)(l-c 2 x)(l-/'x)(l-m , x), 

und die Grössen c, l, m reell, <1, aber sonst beliebig vorausgesetzt werden, 
ist dann und nur dann algebraisch lösbar, wenn ß und y = 0, et = <J rationale 
Zahlen sind, oder wenn das System die Gestalt annimmt: 

dx, dx t / rfy, c/y, \ 

Wenn jedoch die Moduln t„, t„, t,., gewissen Bedingungen genügen, 
so ist nicht nur eine solche reelle und rationale Multiplicalion möglich, sondern 
es kann dann auch eine complexe Multiplicalion staltfinden. Wir behalten uns 
eine genaue Untersuchung der verschiedenen Falle, in denen nicht alle sechs 
Gleichungen (77.) identisch werden, für eine andere Gelegenheit vor und 
wollen hier nur noch mit wenigen Worten den Fall berühren, der uns zwar 
eine allgemeine Transformalion mit rein imaginären Multiplicaloren lieferte, 
die Bedingungen der Multiplication jedoch für beliebige t„, t 17 , t„ nicht be- 
friedigen konnte. Die für diesen Fall gültigen Gleichungen: 

Cn = Pu = Pji = P» = ff Ii = ff n = o'n = "27=0 

machen die erste der Gleichungen (77.) und die beiden zugehörigen für r, 2 , 
t m identisch, und es werden also die zweite der Gleichungen (77.) und die 
analogen die Bedingungen liefern, denen die t„, t„, t I3 geniigen müssen, 
damit die Transformation in eine Multiplication übergeht. 

Nun gelten für die Transformation eines ^46e/schen Systems mit reellen 
Moduln in ein eben solches ausser den oben angegebenen Ausdrücken (51.) 
und (52.) noch die beiden folgenden: 

r f > t 

T||.T 2 2 T n .T 2 | — 

f V (e. ■ p». - e', ,p. 0 -I- (.< °* ,< .X*. , r„ - 

\m\m\S (p M e„-(>. 1 e lt ) + (ff ll <7 lt -(» 11 <T (t )(r n T„-r J ,T„) 1 

r < ii 

T 1I> T J7 T I7' T 71 — 

Vw>,' (p,»<r 1I -p It ff, I )T II + (a lt e„+ff tl ^ 1 -e lt (; t ,-<7 M (>„)r It + ( Pll a tt -e ll a 11 )T„ ' 

und man sieht leicht, dass in dem hier betrachteten Falle sich die Grösse 
T n T„— t„t 21 als Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl darstellt. Betrachtet 
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man ferner die drei Gleichungen ,61.;, denen die i genügen 



denkt sich für i^n-r n r n seinen Werlh 1 — ein«- 

setzt, so erkennt man leicht, dass, weil sich die ganzzahligen Werth« der p' 
und o so wählen lassen, dass den in den Gleichungen (63.' ausgesprochenen 
Bedingungen Genüge geschieht, sich für die Quotienten der t Zahlen von der 
Form k-\-yk' ergeben, wo k und k' rationale Zahlen sind, woraus wiederum 
die r selbst als Zahlen von der Gestalt }«r}'m' hervorgehen, in denen* 
und m' rationale Zahlen bedeuten. Ich füge noch die Bemerkung hinzu, im 
die Multiplicatoren in diesem Falle rein imaginär sind, und wir also auf die» 
Weise einen Fall der rein imaginären Multiplication erhalten haben, in welche« 
die Zahlen t von der Form ym+ym' gefunden wurden. 
Greifswald, 1865. 
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Die Geometrie auf den Flachen dritter Ordnung. 

( Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 



§ 1 

Abbildung der Fläche dritter Ordnung auf der Ebene, 
ie bekannte Tbatsache, dass die allgemeinste Fläche dritter Ord- 
nung der Ort des Durchschnitts dreier projeclivischen EbenenbQndel ist*), fährt 
auf eine Abbildung der Flächen dritter Ordnung auf einer Ebene, welche 
Herrn Chemie* Abbildung des Hyperboloids ganz analog ist. Sind x, 1, ju 
Parameter, a, d, a", b, . . . lineare Ausdrucke in den Raumcoordinalen jt, , 
J*> . Xj • X± • SO sind die Gleichungen allgemeiner projectivischer Ebenenbündel: 

xa -f- x6 -f-«c = 0. 
(i.) xa' +lb' +//c' = 0, 
xa"+kb" + ,uc" = 0. 

Eliminirt mau hieraus x, X, u, so erhall man die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung: 

Z±ab'c" = 0; 

man kann aber statt dessen aus den Gleichungen (1.) die Verhältnisse der x 
als Functionen von x, X, fi ausdrücken, und findet 

Q*i = ft (*, K .")■> P*» = A (*> *■* 



(2-) 

ifXj = f s (x, i, u ), qx a = /; (x, *, ,« ). 

wo p ein unbestimmter Factor ist, und die Functionen f homogene Functionen 
dritter Ordnung sind. Betrachten wir nun x, l, u als Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene, so entspricht jedem Punkte der Ebene ein Punkt des 
Raums und umgekehrt; und zwar tritt letzteres ausnahmslos ein, während für 
ersteres einzelne Ausnahmen stattfinden. In der That nämlich geben die Glei- 
chungen (1.) nur dann bestimmte Verhältnisse der x, wenn von denselben 
nicht eine eine Folge der anderen wird. Setzen wir 

und ähnlich bei den anderen linearen Ausdrücken, so werden die Gleichun- 



*) Vgl. hierüber Schröter, Bd. 62, p. 265 die.« Journal«. 
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gen (1.) nach den x geordnet: 

2(xa, -\-lhl -\-tiCi )Xi = 0, 

ZW+ty+vc^Xi = 0, 
und für diese Ausnahmswerthe von x, i, für welche keine bestimmten 
Werlhc der x erhalten werden, müssen die aus dem unvollständigem System 

xa, +Ao, + ftCi x(h -\- 't.b i +ftCj xa 3 + A&j +juci xa t tA& 4 -f.«c, 
xa\ -{-Ib't+uc't xa'j +lb 7 -{-ftc'i xaj -\-*.b' s +.«ci xa 4 -\- i.b\ + ,uc 4 
xa'i -\-lb'i + /ic,' xc£ + kbi -\~ fiel xaj' + Aoi' +,«Cj xa 4 + A6 4 

gebildeten Unierdeterminanten gleichzeitig verschwinden. Diese sind nichts 
anderes als die Functionen f t selbst; es müssen also für solche Werthe die 
Gleichungen 

A = 0, A = 0, /i = 0, A = 0 
zusammenbestehen. Nun schneiden sich die Curven A = 0, /i = 0 in neun 
Punkten x, X, fi, und für dieselben ist, da die Functionen /*, statt der x a 
(1.) gesetzt, diese Gleichungen identisch erfüllen : 

( X<h + +.«c,)A+(*«. +Xb< +/* Ci )f 4 = 0, 

(«b'+x^ + ^'JA + W-f^+AieVJA = 0. 
Es ist also entweder auch A = 0, A = 0, oder 

OjA + ö «A + b *f* ^A + C *A 

0= «jA + fl «A *iA +*iA <£A+ C «A 

<*,' A -I- »♦ A 63 A + 6 4 A A + c«' A 
/• 

Die Gleichung ist eubisch für und giebt also drei Schnittpunkte von f t =0. 

ti 

A = 0, für welche nicht auch A = °> A = °> wahrend für die übrigen sechs 
Schnittpunkte alle Functionen f gleichzeitig verschwinden. 

Die hier zu betrachtenden Functionen f sind also dadurch charaklerisirt. 
ilnss die Curven /" = 0 *ecA* Schnittpunkte gemeinsam haben. Ich werde 
zeigen, dass diese Bedingung hinreicht, um auf die Gleichungen (1.) immer 
zurückzuführen. Man kann, wenn eine Gerade 

A t = xot+lbi + fic, = 0 

gegeben ist, immer drei andere Geraden, und zwar nur auf eine Art, so be- 
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von denen die erste vollständig gegeben ist, haben erstlich die sechs Punkte 
gemein, in welchen die vier Curven /) sich schneiden. Die zweite Curve 
aber enthält noch acht Constanten, die man so bestimmen kann, dass beide 
Curven acht beliebig gewählte weitere Punkte gemein habon. Beide Curven 
haben also vierzehn Punkte gemein, und müssen daher ganz Obereinstimmen. 
Die Functionen A sind dadurch bis auf einen Factor bestimmt, und dieser 
endlich lässt sich so einrichten, dass die Gleichung (3.) eine identische wird. 

Nimmt man zwei andere Gerade B t = 0, C, =0, so kann man zwei 
ähnliche Identitäten aufstellen: 



da jede vierte Gerade sich aus Ai , Biy Ci linear zusammensetzt. Schreibt 
man aber in (3.), (4.) wieder x t statt f it so hat man die Gleichungen (1.) 
wiederum vor sich. 

Jedem Punkt der Ebene entspricht also im Allgemeinen ein Punkt der 
Fläche und umgekehrt ; ausgenommen sind davon nur sechs Punkte der Ebene, 
donen nicht Punkte der Fläche entsprechen, sondern Gerade, indem für die 
entsprechenden Werthe x, k, p sich die Gleichungen (1.) auf nur zwei 
reduciren. 

Die sechs Geraden der Fläche, welche hier fundamental auftreten, (die- 
selben, welche Herr Schröter 1. c. zunächst nachweist) bilden die eine Hälfte einer 
Schla/flischen Doppelsechs; und da jede Abbildung der Fläche nach dem hier 
angesehenen Princip auf ein solches System von Geraden basirt, so giebt es 
im Ganzen 72 verschiedene Arten die Fläche so abzubilden, deren zwei con- 
jugirt sind, indem ihre Fundamentulgcrnden zusammen eine Doppelsechs bilden. 



Gegenseitige« Entsprechen von ebenen Curven und Raumcurven. 
Untersuchen wir nun die ebenen Curven, welche gegebenen Raum- 




sich aus diesen zusammensetzen. 



§ 2 



curven entsprechen, und umgekehrt. 
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Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche Ordnung ist eine Rauincurve 3»'" Ordnung. Da wir nun durch die 
Gleichungen (2.) die Fläche dritter Ordnung ersetzen, so erhalten wir, wenn 

ff = 0 

die Gleichung der Flfiche n tFr Ordnung ist, die Punkte der Schnitlcurve, sobald 
wir in tp für die x die Functionen f einsetzen. Die Gleichung tf> = 0 geht 
dadurch in die Gleichung der der Raumcurve entsprechenden ebenen Curve Ober: 

welche ebenfalls von der 3»"" Ordnung ist. Die sechs Werthsysteme. Tür 
welche alle f verschwinden, machen <p zu Null in der Ordnung; die 
sechs Fundamentalpunkte der Ebene sind also n fache Punkte der Ebene, den 
m Punkten entsprechend, in denen die Fläche <p-Q von der betreffenden 
Fundamenlalgeraden getroffen wird. Man hat also den Satz: 

Die Abbildung de« Durchschnitts der Fläche dritter Ordnung mit emtr 
Fläche n' rr Ordnung ist eine Curve 3n Ur Ordnung, welche in jedem der teem 
Fundamentalpunkte einen n fachen Punkt besitzt. 

So entspricht also dem ebenen Schnitt der Fläche dritter Ordnung eine 
Curve dritter Ordnung, welche durch die sechs Fundamentalpunkte geht; den 
Schnitt der Fläche mit einer Fläche zweiter Ordnung eine Curve sechster 
Ordnung, welche die sechs Punkte zu Doppelpunkleu hat, dem Schnitt der 
Fläche mit einer anderen Fläche dritter Ordnung eine Curve neunter Ordnung, 
welche die sechs Punkte zu dreifachen Punkten hat, u. s. w. 

Untersuchen wir nun aber, welche Raumcurve einer beliebigen Curve 
h "' Ordnung in der Ebene entspricht. Diese Curve der Ebene mag ausser- 
halb der sechs Fundamentalpunkte d Doppelpunkte und r Räckkehrpuukte be- 
sitzen: die sechs Punkte selbst seien bezüglich «,, ... ff« fache Punkte der 
ebenen Curve: wobei nur der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden mag. 
dass die Tangenten der Zweige eines solchen vielfachen Punktes sämmtlich 
verschieden seien. 

Die Ordnung M der entsprechenden Raumcurve ist die Zahl ihrer 
Durchschnittspunkle mit einer Ebene, oder mit der ebenen Curve dritter Ord- 
nung, in weicher eine Ebene die Fläche dritter Ordnung schneidet. Diesen 
entsprechen die Schnittpunkte ihres Bildes mit einer durch die sechs Fun- 
damentalpunkte gehenden Curve dritter Ordnung; aber dabei sind die Schnitt- 
punkte auszuschliessen. welche in die sechs Punkte selbst fallen, da die« 
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keine Schnittpunkte anzeigen, sondern sich nur auf die Begegnung der beiden 
Raumcurven mit den sechs Fundamentalgeraden beziehen. 

Die Anzahl sflmmtlicber Schnittpunkte der beiden ebenen Curven ist 
3»; daher nach Abzug der in die sechs Punkte fallenden Schnittpunkte: 

(5.) N = 3»-^"a,. 

Die Anzahl von Tangenlenebenen, welche von einer Geraden im Raum 
an die Curve geführt werden können (Rang ft), kann man auf folgende Weise 
bestimmen. Denken wir uns eine beliebige Gerade, welche die Fläche driller 
Ordnung in drei Punkten schneidet. Das durch sie gelegte Ebenenbilschel 
schneidet die Fläche in Curven dritter Ordnung, welche jene drei Punkte 
gemeinsam haben. Diesem System entspricht in der Ebene ein Büschel von 
Curven dritter Ordnung, welche ausser den sechs Fundamentalpnnkten noch 
drei andere Punkte gemeinsam haben. Die Frage nach der Anzahl von 
Ebenen des Büschels, welche die Raumcurve berühren, kommt also zurück 
auf die Frage nach der Anzahl von Curven des ebenen Büschels, weiche die 
gegebene Curve Ordnung berühren. Sind also, um diese -Zahl zu be- 
stimmen, u = 0, v = 0 zwei Curven des Büschels, also 

«-fit© = 0 

ein Büschel von Curven dritter Ordnung, welcher durch die sechs Fundamental- 
punkte geht, so kommt es darauf an, die Zahl der Werthe von i. zu finden, 
für welche die Curven « + Äc = 0, f=0 einander berühren. Nun liegen (vgl. 
Bd. 64, p. 215folgg. dieses Journals) die Berührungspunkte dann im Durch- 
schnitt von f=0 mit der Jacobischen Curve von «, v, f, und die Anzahl 
möglicher Berührungspunkte wäre demnach n(i» + 3). Aber man beweist ähn- 
lich, wie dies a. a. 0. für gemeinsame Doppelpunkte beider Curven ge- 
schehen ist, den Salz: 

Sind « = 0, e = 0 zwei Curven gleicher Ordnung, und ist 0=0 die 
Jacobische Curve von « = 0, © = 0, f~0\ gehen endlich « — 0, r — 0 
durch einen r fachen Punkt von f=0, so hat auch 0 = 0 daselbst einen 
r fachen Punkt, und die r Tangenten von 0 = 0 fallen mit den r Tan- 
genten von f = 0 einzeln zusammen. 

Mithin absorbirt jeder rfache Punkt von f=0 r(r+l) Schnittpunkte 
von /"=0, 0 = 0, weil jeder der r Zweige von 0 die r Zweige von f 
schneidet und einen derselben berührt. Die von den sechs Fundamental- 
punkten herrührende Erniedrigung der obigen Zahl ist daher 2a,(a,+ l). 
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Nehmen wir hinzu, dass wie bei dem Tangentenproblem jede durch 
einen weitern Doppelpunkt gelegte Cnrve des Büschels als eine doppelte, 
jede durch einen RQckkebrpunkt gelegte als dreifache uneigentliche Lösung 
des Problems anzusehen ist, so findet man: 

(6.) II = »(rt-f-3)-2</-3r-^b,(« j +l). 

Als dritte Bestimmung kann man den Umstand benutzen, dass die KlassenznM 
p der zugehörigen v!6e/schen Functionen für die ebene und für die Raura- 
curve den gleichen Werth hat. Diese Zahl ist, ausgedrückt durch die Sin- 
gularitäten der ebenen Curve: 

« — 1.« — 2 , 
P = 2 d ~ r - 

i 

Mit Hülfe von Salmons Gleichungen (Geometry of three dimensions p. 236. 
237) und der Gleichungen, welche ich Bd. 64 dieses Journals p. 99 gegeb« 
habe, findet man folgende weitere Bestimmungen: 

Die Zahl der Schmiegungsebenen, welche von einem Punkt des 
Raumes an die Raumcurve gezogen werden können, (Klasse der Raumcurre). 

(7.) K = 3»*-6rf-8r-3.Ta?. 

Die Anzahl von Punkten der Raumcurve, in welchen vier nächste Tangenten- 
ebenen sich U-efTen, (stationäre Punkte): 

(8.) B = r. 

Die Anzahl der Wendungsberührebenen: 

(9.) A = 6n(»-l)-12tf-15r-2Z*,(3«,-l). 

Die übrigen Singularitäten setzt man nach Sahnons Gleichungen mit Hülfe 
dieser leicht zusammen; sie nehmen weniger einfache- Ausdrücke an. 

Aus den Gleichungen (5.) — (9.) kann man nun auch umgekehrt, wenn 
die Zahlen N, R, B und die « bekannt sind, die Singularitäten der ebenen 
Curve bestimmen. Insbesondere findet man: 

r = 3— ' 

woraus der Satz folgt: 

Jede auf der Fläche dritter Ordnung liegende Raumcurve schneidet 
jede Hälfte einer Doppelsechs so, dass die Zahl dieser Schnittpunkte, um die 
Ordnung der Curve vermehrt, durch 3 theilbar ist. 

Wenn man in den obigen Formeln 3» statt n und alle a gleich » 
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setzt, so findet man 

JV = 3», 

R = 3»(» + l)-2d-3r, 

K = 9»*-6d-8r, 

A - 6»(3»-l)-12rf-15r, 

Formeln, wie sie für den Durchschnitt der Flache dritter Ordnung mit einer 
Fläche Ordnung gellen. Man wird hieraus auf die Vcrmulhung geführt 
dass jede ebene Curve 3»'" Ordnung mit einem »fachen Punkt in jedem der 
6 Fundamenlalpunkte dem Durchschnitt einer Flache n 1 " Ordnung mit der Fläche 
dritter Ordnung entspricht. In der Thal lässt sich der oben (p. 362) ausge- 
sprochene Satz umkehren. Denken wir uns nämlich eine ebene Curve 3m"' 
Ordnung mit einem n fachen Punkte in jedem der 6 Fundamentalpunkte, so 
hängt dieselbe noch von 

3n.3n+3 ß n.it + 1 0 n.n + i 
2 6 —2— = 3— 

Constanten ab. Ebensoviele enthält die allgemeinste Durchschnittscurve der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Flächo n" r Ordnung. Denn ist F=0 die 
Fläche »'", f=0 die Fläche dritter Ordnung, M ein Factor der n-3" B Ord- 
nung (n^3), so kann man bei der Betrachtung der Schniltcurve F=0 er- 
setzen durch 

F+Mf = 0, 

und M so bestimmen, dass nur 

« + i.»-f-2.n-|- 3 . n.n — l.n — 2 „ n.n + l 
6 1 6 = 4 2~ 

Constante übrig bleiben. Man kann sonach durch irgend welche 3 "'"g^ 1 
Punkte der Fläche dritter Ordnung, welche eben so viel Punkten der ebenen 
Curve entsprechen und sie vollständig bestimmen, eine Fläche «'" Ordnung 
legen, deren Durchschnittscurve mit der gegebenen Fläche dann vollkommen 
bestimmt ist. Dieser Schniltcurve entspricht eine Curve 3»'" Ordnung iu 
der Ebene, welche mit der ersten jene 3— '~— Punkte gemein hat, also 
ganz mit ihr zusammenfällt. Daher entspricht wirklich jeder solchen ebenen 
Curve eine Raumcurve, welche ein vollständiger Durchschnitt ist. Zwar wurde 
oben n 3 vorausgesetzt; indessen lehrt eine einfache Zählung, dass die 

II H \ 1 

Zahl 3 0 i auf welche hier alles ankommt, auch bei » = 1. « = 2 noch 
die richtige bleibt. 

Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 4. 47 
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Aus dem vorigen folgt, dass man jede eboue Curve zu einer solchen 
ergänzen kann, welche einein vollständigen Durchschnitt entpricht, indem man 
nur eine Curve n"" Ordnung hinzufügt, welche die sechs Fundamentalpunkte 
beziehungsweise zu (»+ fachen Punkten hat. Denn beide Curven iu- 
sammen bilden dann eine Curve (» + »')"' Ordnung, welche die Fundamental- 
punkte zu (« + »') fachen Punkten hat. 

§. 3. 

Speciclle Curven. Gerado und Kegelschnitte. 
Untersuchen wir jetzt einige der einfachsten Curven der Ebene und 
der Fläche. Ausser den 6 Geraden welche in die Fundamentalpunkte uber- 
gegangen sind, enthält die Fläche noch 21 andro. Von diesen haben 6 die 
Eigenschaft, dass jede 5 der ersteren trifft ; diese 6 mit den ersten zusammen 
bilden eine Schlaf/tische Doppelsechs. Mau erhält die Abbildungen derselbe!, 
wenn man die sechs Kegelschnitte legt, deren jeder 5 der 6 Fundamental- 
punkte enthält (welche im Allgemeinen nie in einem Kegelschnitte liegen). 
Denn für einem solchen Kegelschnitt sind alle a gleich 1, bis auf eines, wel- 
ches Null ist, und man hat also 

N=3. 2-5 = 1, 

d. h. die entsprechenden Raumcurven sind Gerade. 

Die übrigen 15 Geraden entsprechen den 15 Geraden, welche die 6 
Fundamentalpunkte paarweise verbinden. Denn für eine solche Gerade isl 
n = 1 , zwei Grössen a sind 1 und die übrigen verschwinden. Daher 

jV=3 1-2 = 1, 

wie es sein muss. 

Die Combinationen dieser 27 Geraden, welche Dreiecke etc. bilden, 
findet man in der angeführten Abhandlung des Herrn Schröter. 

Jede der 27 Geraden ist die Axe eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen 
die Fläche dritter Ordnung in Kegelschnitten schneiden. Die Abbildungen 
dieser Kegelscbniltschaaren erhält man, wenn man die Abbildungen der 27 
Geraden zu den Abbildungen vollständiger Durcbschniltscurven dritter Ord- 
nung ergänzt. 

Die Glieder der Kegelschnittschaar, welche einer der Fundamental- 
geraden zugeordnet ist, müssen sich also als Curven dritter Ordnung abbilden, 
welche durch alle sechs Fundamentalpunkte gehen. Als Bilder von Kegel- 
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schnitten müssen sie p — 0, also einen Doppelpunkt haben, und dieser muss 
in dem zugeordneten Fundamenlalpunkt eintreten, entsprechend den zwei 
Funkten, die jeder Kegelschnitt des Büschels mit der entsprechenden Geraden 
gemein hat. Hierdurch sind diese Curven in der Thal bis auf einen Para- 
meter bestimmt; und jenen Kegelschnittsystemon entsprechen also Büschel 
von Curven dritter Ordnung, welche durch die 6 Fundamentalpunkte gehen 
und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. Da wegen der eindeutigen 
Beziehung zwischen Fläche und Bild Doppolverhällnisse entsprechender Cur- 
venbüschel immer gleich sind, so entspricht auch der durch das Kegelschnitt- 
büschel auf der Geraden bestimmten Involution hier die Involution der Tan- 
gentenpaare der Doppelpunkte; und den Doppelpunkten der Involution dort, 
nämlich den Punkten, in welchen die Gerade von Kegelschnitten berührt wird, 
entsprechen hier die Doppelstrahlen der Involution, d. h. die Tangenten der bei- 
den in dem Büschel auftretenden Curven mit Rückkehrpunkten. 

Die Kegelschnitlschaaren, welche einer als Kegelschnitt abgebildeten 
Geraden der Fläche zugeordnet sind, gehen in Büschel von Geraden über, 
deren Scheitel in denjenigen Fundamenlalpunkt fällt, durch welchen der Kegel- 
schnitt nicht geht. 

Die Kegelschnitlschaaren endlich, deren zugehörige Gerade sich als 
Gerade abbilden, gehen wiederum in Kegelschniltschnaren über; und zwar 
bildet eine solche Schaar einen Büschel, dessen Grundpunkte diejenigen 4 Fun- 
damentalpunkte sind, durch welche die entsprechende Gerade nicht geht. 

§ 4. 

Schnitt der Flache dritter Ordnung mit Flächen «weiter Ordnung. 

Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche zweiter Ordnung bildet sich als Curve sechster Ordnung ab, welche 
in jedem der 6 Fundamenlalpunkle einen Doppelpunkt hat *). Dieselbe kann 
insbesondere, ohne in Theile zu zerfallen, noch bis zu vier weitere Doppel- 
punkte erhalten, welche Berührungen der Fläche zweiler Ordnung mit der 
Fläche dritter Ordnung entsprechen. 

Aber die Raumcurve kann sich in eine Gerade und in eine Curve 
fünfler Ordnung auflösen, indem die Fläche zweiter Ordnung durch eine der 
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27 Geraden der Flache drilter Ordnung hindurch geht. Nehmen wir in 
dieser Geraden eine von denen, welche sich als Kegelschnitte abbilden, so 
wird die Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung eine ebene Curve vierter 
Ordnung; dieselbe geht durch die 5 auf dem Kegelschnitt liegenden Fun- 
damentalpunkte und hat in dem sechsten einen Doppelpunkt. Für die Raum- 
curee fünfter Ordnung, in welcher eine Fläche dritter Ordnung von einer 
Fläche zweiter Ordnung geschnitten wird, welche eine Gerade mit derselbe» 
gemein hat, ist also p = 2, und ferner, wenn d die Anzahl von lieruhrutiyen 
beider Flächen bezeichnet, bei welchen die SchnUtcurce einen Doppelpunkt er- 
hält, r die Zahl derjenigen, bei welchen ein Rückkehrpunkt außritt: 

JV=5, R = i2 2d-3r, tf = 21-6rf-8r, 
p-_=2-d-r, B = r, A = 32-12d-l5r. 

Diese Curve hat Herr Salmon als Rauroqurve fünfter Ordnung und erster 
Species bezeichnet (vgl. Salmon, Geom. of three dim., 2" ed., p. 279). 

Ist die Gerade in der Abbildung wieder eine Gerade, so wird die 
Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung eine Curve fünfter Ordnung, welche 
durch die der Geraden angchörigen Fundamentalpunkte geht, und in den vier 
übrigen Doppelpunkte hat. 

Ist die Gerade eine der Fundamentalgeraden, so wird die Raumcurve 
fünfter Ordnung in eine ebene Curve sechster Ordnung abgebildet, welche 
die 5 andern Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, den ersten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Denn auf der Geraden als der Fläche zweiter Ordnung 
angebörig erzeugen die sie schneidenden Geraden der Fläche eine Punkt- 
reihe a 4- = 0, auf derselben Geraden aber als der Fläche drittor Ordnung 
angehörig schneiden die ihr entsprechenden Kegelschniltschaaren eine In- 
volution «+ta=0 aus; beide Reihen haben drei Doppelpunkte, und diesen 
entsprechen die drei Zweige der Abbildung, welche durch den Fundamental- 
punkt gehen. 

Zweitens kann die Raumcurve sich in zwei sich nicht schneidende 
Gerade auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung, indem zwei Er- 
zeugende der Fläche zweiter Ordnung, welche derselben Schaar angehören, 
zugleich Gerade der Fläche dritter Ordnung sind. Nehmen wir für diese 
Geraden solche, die sich in Kegelschnitten abbilden, so wird die Abbildung 
der ergänzenden Raumcurve vierler Ordnung ebenfalls ein Kegelschnitt; und 
zwar geht derselbe durch die beiden Fundamentalpunkte, durch welche nur 
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je einer der andern Kegelschnitte hindurchgehl. Für diese Raumcure ist also 
p = 0; es ist die bekannte Curve vierter Ordnung und zweiter Species*). 

Ist die Abbildung der einen Geraden ein Kegelschnitt, die der andern 
ein Fundamentalpunkt, der nicht auf ihm liegt, so ist das Bild der Raumcurve 
eine Curve vierter Ordnung, welche durch die übrigen Fundamentalpunkle geht 
und in jenem einen dreifachen Punkt hat. 

Sind die Abbildungen beider Geraden Fundamentalpunkte, so ist das Bild 
der Raumcurve eine Curve sechster Ordnung, welche diese beiden zu drei- 
fachen, die übrigen Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat. 

Ist das Bild der einen Geraden ein Kegelschnitt, das der andern 
eine Gerade, welche zwei Fundamenlalpunkte mit ihm gemein hat, so wird 
aus der Raumcurve eine Curve dritter Ordnung, welche durch die 3 andern 
Fundamentalpunkle des Kegelschnitts geht, und in dem sechsten Fundamental- 
punkt einen Doppclpunkt hat. 

Ist das Bild der einen Geraden eine Gerade, das der andern ein nicht 
auf ihr liegender Fundamentalpunkt, so ist das Bild der Raumcurve eine 
Curve fünfter Ordnung, welche durch die beiden Fundamentalpunkle der 
Geraden geht, den dritten Fundamentalpunkt zum dreifachen, und die drei 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Sind endlich die Bilder der Geraden zwei Gerade, die einen Funda- 
mentalpunkt gemein haben, so ist das Bild der Raumcurve eine Curve vierter 
Ordnung, welche durch die zwei Fundamentalpunkle geht, Welche nur einer 
der Geraden angehören, und Doppelpunkte hat in den drei Fundamentalpunkten, 
durch welche keine der Geraden geht. 

Drittens kann die Raumcurve sechster Ordnung sich in einen Kegel- 
schnitt auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung. Nehmen wir für 
den Kegelschnitt einen solchen, welcher sich als Curve dritter Ordnung mit 
Doppelpunkt abbildet, so geht die Abbildung der Raumcurve vierter Ordnung 
in eine Curve dritter Ordnung über, welche durch die 5 Fundamentalpunkte 
geht, in welchen der Doppelpunkt nicht stattfindet. Für diese Curve ist also 
im Allgemeinen p = 1 , und die Raumcurve vierter Ordnung ist also erster 
Species. 

Ist das Bild des Kegelschnitts wiedor ein Kegelschnitt, so wird das 



•) Die bemerkenswerthen und der Curve erster Species gegenüber verhMltniss- 
m assig einfachen Eigen scharten dieser Curve finden ihre innere Begründung wesent- 
lich darin, dass für diese p~0, für jene aber p = 1 ist. 
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Bild der Raumcurve eine Curve vierter Ordnung, welche durch die 4 Fun- 
damentalpunkle geht, welche dem Kegelschnitt angehören, nnd die beiden 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Ist endlich das Bild des Kegelschnitts eine durch einen Fundamenlal- 
punkt gehende Gerade, so wird das Bild der Raumcurve eine Curve fünfter 
Ordnung, welche auch durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die 5 uhrigen 
zu Doppelpunkten hat. 

Endlich kann die Raumcurve sechster Ordnung in zwei Raumcurveo 
dritter Ordnung zerfallen, deren keine eine ebene ist. Da für jede solche 
Curve p = 0, so kann sie in der Ebene nur dargestellt werden durch eine Curve 
sechsler Ordnung mit 10 Doppelpunkten, 
fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten, 
vierler Ordnung mit 3 Doppelpunkten, 
dritter Ordnung mit 1 Doppelpunkt, 
zweiter Ordnung, 
erster Ordnung. 

Diese Fille treten wirklich mit Ausnahme des ersten sammtlich ein, und 
zwar folgendennassen. 

Eine Curve sechster Ordnung kann den Durchschnitt der Fläche dritter 
Ordnung mit einer Fläche zweiter Ordnung nur darstellen, wenn sie in den 
Fundamentalpunklen Doppelpunkte hat. Soll sie aber einer Raumcurve dritter 
Ordnung entsprechen, so muss der vollständige Durchschnitt noch eine andere 
Curve dritter Ordnung enthalten, welche in der Abbildung eine Curve 
nulller Ordnung giebt: d. b. der Rest des Durchschnitts muss aus 3 Fun- 
damentalgeraden besteben. In den entsprechenden Fundamentalpunkten muss 
dann aber die Curve, wio oben gezeigt, dreifache Punkte haben, und die 
Curve sechster Ordnung muss also 3 Fundamental punkte zu dreifachen, die 3 
übrigen zu Doppelpunkten haben, was in der That 10 Doppelpunkten Äquivalent 
ist. Aber eine Curve sechster Ordnung kann nicht drei Doppelpunkte und drei 
dreifache Punkte haben ohne zu zerfallen. Ein durch die letzteren und zwei 
der ersteren gelegter Kegelschnitt trifft sie in 13 Punkten und gehört ihr also 
ganz an. Die Curve löst sich also in drei Kegelschnitte auf, welche durch 
je fünf Fundamentnlpunkte gehen, und man kommt auf den bekannten Satz, 
dass eine durch drei sich nicht schneidende Gerade der Fläche dritter Ord- 
nung gelegte Fläche zweiler Ordnung die Fläche dritter Ordnung noch in 
drei anderen Geraden schneidet. 
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Eine Curvo fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten stellt vereinigt mit 
einer Geraden den vollständigen Durchschnitt dar, wenn entweder die ersten 
6 Doppclpunkte in die Fundamenlalpunkle fallen, oder nur fünf derselben, 
während die Gerade mit der Curve fünfter Ordnung sich in einem Fundamen- 
talpunkte schneidet, oder endlich, wenn nur 4 Doppelpunkte der Curve fünfter 
Ordnung in Fundamentolpunkte fallen, die anderen beiden Fundamenlalpünkte 
aber Durchschnitte der Geraden und der Curve werden. Im ersten Falle 
stellen ohne weiteres beide Curven Raumcurven dritter Ordnung dar. Im 
zweiten Fall stellt die Gerade einen Kegelschnitt dar, welcher auf der Fläche 
driller Ordnung liegt; man müsstc also noch eine Fundamentalgerade in dem 
vollständigen Durchschnitt enthalten sein lassen, damit die Curve fünfter Ord- 
nung eine Raumcurve driller Ordnung darstellt. Wäre der entsprechende 
Fundamentalpunkl nun von demjenigen verschieden, durch welchen die Gerade 
geht, so inüsste in ihm die Curve fünfler Ordnung einen dreifachen Punkt 
haben, was nicht möglich ist ohne Zerfallen derselben. Fallen aber beide 
Fundamentalpunkle zusammen, so muss der auf der Geraden liegende dreifach, 
also von der Curve fünfter Ordnung noch zweimal geschnitten werden, diese 
hat also wieder alle Fundamenlalpünkte zu Doppelpunkten, wie im ersten 
Falle. Das Gleiche beweist man ebenso für den dritten Fall. Es kann also 
eine Raumcurve dritter Ordnung dargestellt werden durch eine beliebige Gerade 
und durch eine Curve fünfter Ordnung, welche die Fundamentalpunkte zu 
Doppelpunkten hat, und zwar liegen je zwei solchen verschiedenen Darstellun- 
gen entsprechende Raumcurven immer auf derselben Fläche zweiter Ordnung. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dass ein Kegelschnitt und eine Curve 
vierter Ordnung immer und nur dann zwei Raumcurven dritter Ordnung dar- 
stellen, wenn erster er durch drei Fundamentalpunkte geht, der letztere durch 
dieselben und in den drei andern Doppelpunkte hat; und zwar liegen beide 
Raumcurven dann immer auf derselben Fläche zweiler Ordnung. 

Endlich Gndet man sofort, dass eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt immer und nur dann eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt, 
wenn sie durch 4 Fundamentalpunkte geht und einen fünften zum Doppel- 
punkt hat. Gehl eine zweite durch dieselben 4 Fundamentolpunkte und hat 
im sechsten einen Doppelpunkt, so liegen beide Raumcurven auf einer Fläche 
zweiter Ordnung. 

Man erkennt hieraus, dass et auf jeder Fläche dritter Ordnung 72 
Schaaren von Raumcurven dritter Ordnung giebt, welche den 72 Hälften der 
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36 Doppelsechsen i'ntspreclien , und dass zwei Curven, die den verschiedenen 
Hälften derselben Doppelsechsen zugeordnet sind, immer auf einer Fluche 
zweiter Ordnung liegen. 

Jede Curve derselben Schaar schneidet nämlich sechs Gerade der 
Oberfläche zweimal, und soll diesen, welche einander nicht schneiden und 
also die Hälfte einer Doppelsechs bilden, zugeordnet heissen; sie schneidet 
die 6 Geraden, welche jene zu einer Doppelsechs ergänzen, gar nicht, und 
jede der übrigen 15 Geraden in einem Punkt. Jede Schaar enthält, wie die 
Gerade in der Ebene, zwei W illkürlichkeiten, und eine individuelle Curve ist 
also durch zwei Punkte bestimmt 

Jedem Sali in der Ebene, welcher sieh mtr auf die Lage der Gebilde 
bezieht, entspricht also ein Satz auf der Fläche dritter Ordnung, wobei m 
Stelle einer Geraden jedesmal eine Raumcurve dritter Ordnung tu setze» id, 
welche jede einem bestimmten aber beliebig gewählten System von 6 sieh mchi 
schneidenden Geraden zugehörige Linie zweimal trifft. So entspricht beispiels- 
weise dem Satz vom vollständigen Vicrseit folgender: 

Vier beliebige Ravmcurven dritter Ordnung desselben Systems schneid™ 
sich in 6 Punkten, welche man noch durch 3 weitere Curve* des Syslenu 
verbinden kann. Diese drei schneiden sich in drei Punkten; verbindet man 
einen derselben mit einem der ersten 6 Punkte durch eine Curve des Syslena, 
SO schneiden sieh jetzt in letzterem Punkte 4 Curven, deren Tangenten einen 
harmonischen Büschel bilden. 

§. 5. 

Schnitt zweier Flächen dritter Ordnung. 
Ich will noch die Durchschnittscurve der Fläche dritter Ordnung mit 
einer anderen Fläche dritter Ordnung discutiren, auf welche die Berliner 
Academie die Aufmerksamkeit der Geomeler neuerdings gelenkt hat. Diese 
Curve ist im Allgemeinen von der neunten Ordnung und bildet sich als ebene 
Curve ab, welche in den 6 Fundamentalpunkten dreifache Punkte besitzt. 
Wenn beide Flächen sich noch (rf+r)mal berühren, so dass in d Berührungs- 
punkten ein Doppelpunkt, in r Berührungspunkten ein Rückkehrpunkt der 
Curve entsteht, so hat man die Bestimmungen: 

iV=9, Ä = 36-2d-3r, K = 81 -6rf-8r, 
10-rf-r, J5 = r, 4 = i44-12</-15r. 
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Diese Raumcurve kann aber in mannigfacher Weise zerfallen, und zwar zu- 
nächst in eine Gerade und in eine Raumcurve achter Ordnung. Bilde! sich 
die Gerade als Kegelschnitt ab, der durch fünf Fundaroentalpunkte geht, 90 
erscheint das Bild der Raumcurve achter Ordnung als Curve siebenler Ord- 
nung, welche jene fünf Punkte zu Doppelpunkten, den sechsten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Es ist also für diese Raumcurve: 

jV=8, R~28-2d-3r, /f=60-6tf-8r, 
p = 7-d-r, fl = r, ^ = 104-12rf~l5r. 

Die allgemeine Raumcurve kann ferner in eine Raumcurve siebenter Ord- 
nung und eine Raumcurve zweiler Ordnung zerfallen, und zwar entstehen zwei 
verschiedene Arten von Raumcurven siebenter Ordnung, je nachdem die Raum- 
curve zweiter Ordnung ein Kegelschnitt ist, oder aus zwei sich nicht schnei- 
denden Geraden besteht. 

Bildet sich im ersten Falle dor Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung 
ab, welche in einem Fundamentalpunkt einen Doppelpunkt hat, so wird das 
Bild der Raumcurve siebenter Ordnung und erster Speeles eine Curve sechster 
Ordnung, welche durch jenen Fundamcntalpunkt geht, und die fünf anderen 
zu Doppelpunkten hat. Man hat also die Bestimmungen: 

jV = 7, Ä = 22-2rf-3r, JT=45-6rf-8r, 
p = 5-d-r, B = r, A = 76-12</-15r. 

Im zweiten Falle kann man die beiden Geraden als Kegelschnitte ab- 
bilden. Das Bild der Raumcurve siebenter Ordnung und »weiter Species wird 
dann eine Curve fünfter Ordnung, welche durch die vier beiden Kegel- 
schnitten gemeinsamen Fundamentalpunkte geht und in den beiden anderen 
Doppelpunkte hat. Es ist also: 

iV=7, ft = 20-2d-3r, /f = 39-6rf-8r, 
p = \-d-r, B = r, A = 64- 12tf-15r. 

Drittens kann sich die Raumcurve neunter Ordnung in eine Curve 
sechster und in eine Curve dritter Ordnung auflösen. Ist diese eine ebene, 
durchschneiden die beiden Flächen dritter Ordnung sich also in einer ebenen 
Curve dritter Ordnung, so rauss der Rest ihres Durchschnitts auf einer Flache 
zweiter Ordnung liegen, und also entweder in der oben betrachteten Raum- 
curve sechster Ordnung oder in einer ihrer Zerfullungen bestehen. Es ist 
also, wenn die Curve dritter Ordnung nicht zerfallen soll, nur noch der Fall 

Joom«l fllr ftUthemtÜk Bd. LXV Heft 4. 48 
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zu uniersuchen, wo ein Theil des Durchschnitts eine Raumcurve dritter Ord- 
nung ist. Bilden wir diese als ebene Curve fünfter Ordnung ab, welche alle 
Fundamentalponkte zu Doppelpunkten hat, so stellt sich das Bild der übrig- 
bleibenden Raumcurve sechster Ordnung und weiter Species als Curve vierler 
Ordnung dar, welche durch alle Fundamentalpunkte gehl. Diese Raumcurve 
ist Hesse s Curve der Kegctspitsen. Für dieselbe ergeben sich die Bestimmungen: 
/V^6, ß=16-2rf-3r, A' = 30-6d-8r, 
p = 3-d-r, li^r, A -48-12d-15r. 

Wenn die Curve dritter Ordnung aus Theilen besteht, so kann sie 
entweder in drei sich nicht schneidende Gerade oder in Gerade und Kegelschnitt 
zerfallen, und zwar kann man annehmen, dass letzlere sich nicht schneiden, 
weil der Gegenfall nur eine specielle Raumcurve dritter Ordnung liefert. 

Besteht aber ein Theil des Durchschnitts zweier Flächen dritter Ord- 
nung aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, welche denselben nicht triJH, 
so kann man den Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung abbilden, welcfc 
den Fundamentalpunkt { a) zum Doppelpunkt hat und durch die übrigen hii- 
durebgeht; die Gerade kann dann entweder als Kegelschnitt abgebildet wer- 
den, welcher durch erstem Punkt und durch fünf der letztem gebt, oder als 
Gerade, welche durch erstem Punkt und einen der letztem gebt. Diese bei- 
den Fülle sind aber nicht verschieden. In beiden Füllen ist der gegebene 
auf der Flüche liegende Kegelschnitt einer gewissen Geraden zugeordnet, und 
diese und die gegebene Gerade haben keine andere Bedingung zu erfüllen, 
als dass sie sich treffen. Wir brauchen daher nur einen Fall zu betrachte!, 
etwa den ersten, in welchem sich die ergänzende Raumcurve sechster Ord- 
nung als Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt abbildet. Man bat 
für diese Raumcurve sechster Ordnung und dritter Species daher folgende Be- 
stimmungen : 

iV=6, fl=14-2d-3r, tf = 24~6rf~8r 
p = 2-d-r, B = r, A = 36-12rf- 15r. 
Wenn endlich ein Theil des Durchschnitts aus drei einander nicht treffenden 
Geraden besieht, so kann man diese als Kegelschnitte abbilden, und der übrig- 
bleibenden Raumcurve sechster Ordnung und vierter Species entspricht dann 
eine ebene Curve driller Ordnung, welche durch die drei Fundaraentalpnnkle 
gehl, in welchen sich nur zwei Kegelschnitte treffen. Man erhalt sonach: 
N=6, Ä=12-2rf-3r, K = 18 -6d-8r 
p = i-d-r, B = r, A = 24 -12</-15r. 
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Ich komme nun zu dem schon von Hrn. Saimon behandelten Fall, wo 
die Raumcurve neunter Ordnung sich in eine Raumcurve fünfter Ordnung und 
in eine Curve vierler Ordnung auflöst. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zugleich erster Species, so kann 
man sie als Curve fünfler Ordnung abbilden, welche durch einen Fundamental- 
punkt geht, und die fünf übrigen zu Doppelpunkten hat. Das Bild der übrig- 
bleibenden Raumcurve fünfler Ordnung ist also eine Curve vierter Ordnung, 
welche durch die letzten fünf Fundamentalpunkte geht, und den ersten zum 
Doppelpunkt hat. Daher wird 

jV = 5, ß=l2 2«f-3r, A'=21-6tf-8r, 
p = 2~d-r, B = r, A = 32- \2d-\br. 

Die Curve ist nicht verschieden von der Raumcurve fünfler Ordnung 
und erster Species, welche mit einer Geraden zusammen den Durchschnitt 
einer Fläche zweiter Ordnung mit einer Fläche dritter Ordnung bildet. 

Ist die Raumcurve vierler Ordnung zweiter Species, so kann man sie 
als Curve fünfter Ordnung abbilden, welche durch zwei Fundamentalpunkte 
geht, drei andere zu Doppelpunkten und einen zum dreifachen Punkt hat. 
Die Raumcurve fünfter Ordnung und weiter Species (Saimon) bildet sich dann 
ab als Curve vierter Ordnung, welche durch drei Fundamentalpunkte geht 
und zwei zu Doppelpunkten bat. Es ist also: 

tf = 5, ß = 10-2e/-3r, K= 15-6rf-8r, 
p ^i-d-r, B-r, A = 20-i2d-lbr. 

Zerfällt die Raumcurve vierter Ordnung, und zwar zunächst in eine 
Curve dritter Ordnung und eine Gorade, so muss erstere eine Raumcurve 
sein, weil sonst eine Gerade existiren würde, welche die Curve dritter Ord- 
nung dreimal und noch diese Gerade träfe, also den Flächen dritter Ordnung 
ganz angehören müsste, so dass der Rest des Durchschnitts noch weiter zer- 
fiele. Eine Raumcurve dritter Ordnung und eine Gerade bilden aber, wenn 
sie sich zweimal treffen, einen spociellen Fall der Raumcurve vierter Ordnung 
und erster Species, wenn sie sieb einmal treffen, einen speciellen Fall einer 
Raumcurve vierter Ordnung und zweiler Species. Es ist also nur noch der 
Fall zu untersuchen, wo beide Curven sich nicht treffen. Wird dann die 
Curve dritter Ordnung als Curve fünfler Ordnung abgebildet, welche alle Fun- 
damentalpunkte zu Doppelpunkten hat, so wird das Bild der Geraden ein durch 
fünf Fnndamentalpunkto gelegter Kegelschnitt. Ferner wird das Bild der 
übrigbleibenden Raumcurve fünfter Ordnung und dritter Species (Saimon) ein 
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Kegelschnitt, welcher durch den sechsten Fundamentalpunkt geht, und man 
hat also, indem d, r nothwendig verschwinden, für diese Curve: 

N = 5, ß = 8, ff =9 
p = 0, B = 0, A = 8. 

Andere Zerfällungen der Raumcurve vierter Ordnung fahren auf keine 
neuen Raumcurven fünfter Ordnung. Zwei Kegelschnitte im Raum sind, wem 
sie sich in zwei Punkten treffen, ein specieller Fall einer Raumcurve vierter 
Ordnung und erster Species; treffen sie sich in einem Punkt, so bilden sie 
eine specielle Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Species. Sollen sie 
sich gar nicht treffen, so müssen sie derselben Geraden zugeordnet sein, und da 
diese dann von beiden zusammen in 4 Punkten geschnitten wird, so mass 
auch sie dem Durchschnitt angehören, und es bleibt für den Rest nur noch 
eine Curve vierter Ordnung übrig. — Resieht die Raumcurve vierter Ordnuuf 
aus einem Kegelschnitt und zwei sich nicht schneidenden Geraden, weide 
auch den Kegelscnitt nicht treffen, so tritt etwas Ähnliches ein; beide Gerade 
müssen dann die dem Kegelschnitt zugeordnete Gerade treffen, die also von 
den verschiedenen Theilen der Raumcurve vierter Ordnung in 4 Punkten ge- 
troffen wird, und also selbst dem Durchschnitt angehören muss. Und wenn 
endlich die Raumcurve vierter Ordnung sich in 4 sich nicht schneidende Gerade 
auflöst, so enthält die übrigbleibende Raumcurve fünfter Ordnung jedenfalls 
die beiden Geraden, welche die vier gegebenen Geraden sämmtlich treffen. 

§ 6. 

Ucbortragung ebener Sätze anf die Fläche dritter Ordnung. 
Von allen auf einer Flüche dritter Ordnung liegenden Raumcurven 
scheinen diejenigen von besonderer Wichtigkeit, welche sich als Curven iT' 
Ordnung von allgemeiner Lage abbilden, d. h. welche die 6 Fundamental- 
geraden nicht schneiden. Eine solche Curve, wenn sie auf der Flüche dritter 
Ordnung noch d Doppelpunkte und r Rückkehrpunktc hat, besitzt nach §. 2 
folgende charakteristische Zahlen: 

iV=3», /l = n(»+3)-2rf-3r, ff=3»'-6rf-8r, 

p = w ~ 1 2 w ~ 2 - < /-r, B = r, A = 6n(n-i)-i2d-ibr. 

Die einfachsten Curven dieser Art sind erstlich Raumcurven dritter Ordnnnjr, 
wie schon in §. 4 aus einander gesetzt wurde; sodann Ravmcurtvn sechster 
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Ordnung und vierter Speeles, welche sich als Kegelschnitte abbilden, and för 
welche 

JV=6, Ä^IO, ff =12, 
p = Q, ß = 0, vi = 12. 

Alle Curven solcher Art bilden ein System, weiches den gesammten 
algebraischen Curven der Ebene entspricht, ttnd welche sofort die Ueberlragung 
der für letztere geltenden Sätze auf die Fläche dritter Ordnung gestatten. 

Ein solches System ist immer (vgl. §.4) einer Hälfte einer Doppelsechs 
zugeordnet, so dass eine Curve Ordnung des Systems jede Gerade der zu- 
geordneten Hälfte 2» mal, jede Gerade der anderen Hälfte gar nicht, die 15 
übrigen Geraden aber je »mal trifft. Es giebt also 72 solcher Systeme, deren 
jedes die Ueberlragung von Saiten der Ebene gestattet. Je zwei solche 
Systeme sind conjugirt, und je zwei Raumcurcen gleich hoher Ordnung n, die 
conjugirten Systemen angehören, bilden den vollständigen Durchschnitt der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Fläche 2n' er Ordnung. 

Als Specimen will ich folgende Sätze angeben, welche sich auf eine 
Raumcurve neunter Ordnung beziehen, welche die 6 Geraden einer Hälfte einer 
Doppelsechs in je 6 Punkten schneidet, die Geraden der anderen Hälfte nicht, 
und durch die Zahlen charakterisirt ist: 

/V = 9, Ä = 18, K = 27, 

/> = 1, 5 = 0, Ä= 36. 

In dem System, welchem die Curve angehört, giebt es 9 Raumcurven dritter 
Ordnung, welche die Raumcurve neunter Ordnung dreipunktig berühren. Von 
den 9 Berührungspunkten liegen 12 mal drei auf einer neuen Raumcurve dritter 
Ordnung, die dem System angehört. 

Die 12 neuen Raumcurven ordnen sich in 4 Tripel, und je zwei 
Curven eines Tripels schneiden sich in einem weiteren Punkt. Die 12 neuent- 
standenen Punkte bestimmen wieder 9 Raumcmrten dritter Ordnung des Systems. 
Jede der letztern geht durch 4 jener 12 Punkte und ist einem der 9 Berührungs- 
punkte zugeordnet; sie schneidet die Curve neunter Ordnung in 3 Punkten, 
und wenn man in jedem dieser Punkte die berührende Raumcurve dritter 
Ordnung des Systems an die Curve neunter Ordnung legt, so geht sie durch 
den zugeordneten Berührungspunkt. Diese 3 Berührungscurven mit der ur- 
sprünglich in jenem Punkt berührenden bilden ein System, dessen Tangenten, 
in dem zugeordneten Berührungspunkt gezogen, ein bestimmtes Doppelverhdlt- 
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nm haben; dies Doppeherhältniss ist in den 9 Berührungspunkten dasselbe, 
und gleich dem Doppele er kältnUs der Tangenten der 4 Raumcurven dritter 
Ordnung des Systems, welche man von einem Punkte der Curve neunter Ord- 
nung aus so legen kann, dass sie die Curve in einem andern Punkte be- 
rühren u. s. ». 

Ich werde in einem andern Aufsalze weitere Anwendungen der hier 
niedergelegten Theorie geben. Hier will ich nur noch die besonderen Fälle 
kurz berühren, welche bei der Abbildung sich darbieten können. 

§ 7. 

Fl&che dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt. 
Wenn die 6 Fundamentalpunkte in einem Kegelschnitt, oder wenn 3 
derselben auf einer Geraden liegen, so ist dies immer ein Zeichen dafür, itss 
die Fläche dritter Ordnung einen Knotenpunkt besitzt, und zwar muss immer 
einer dieser beiden Fälle eintreten, damit ein Knotenpunkt existire. Ich wül 
nur den ersten als den symmetrischen Fall als immer möglich nachweben. 
Bekanntlich kann man die Gleichung einer Flache dritter Ordnung, welche de« 
Punkt Xt^Xj^Xi = 0 zum Knotenpunkt hat, in der Form darstellen: 

(1.) x 4 /*(x„ jt,,x,) = «K^x,,*,), 

wo f eine homogene Function zweiter Ordnung, </> eine solche dritter Ord- 
nung ist. Man kann also setzen: 

QX t ^ 

ox* = l.f(z,l,v), 

QX, = ft.f( X ,i.,fl), 
QX> = (P(X,*.,U), 

was mit ersterer Gleichung äquivalent ist, und zugleich die Coordinalen als 
homogene Functionen dritter Ordnung der Parameter x, l, p aufweist. Die 6 
Punkte nun, welche den Curven 

x.f=0, i/=0, 0, y = 0 

gemein sind, sind also die Schnittpunkte von f= 0 und <p - 0, also auf d<m 
Kegelschnitt f=0 gelegen. 

Umgekehrt sind in jedem System von Curven dritter Ordnung, welche» 
durch 6 auf einem Kegelschnitt f = 0 liegende Punkte gehen soll, die Curve« 
x./"=0, Ä./"=0, juy=0 enthalten, und diese mit einer vierten Cnrve <p = 0 
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lassen alle weiteren Curven des Systems linear aus sich zusammensetzen. 
Daher kann man, wenn ti solche Fundamentalpunkte auf einem Kegelschnitt 
f=0 gegeben sind, die Coordinaten der entsprechenden Fläche immer durch 
die Formeln (2.) darstellen, welche auf die Gleichung (1.) zurückfahren, also 
eine Fläche mit Knotenpunkt darstellen. 

Die 6 Geraden, welche sich früher als 6 Kegelschnitte abbildeten, 
fallen hier in den einen Kegelschnitt f=0 zusammen; und da für f = 0 
immer verschwinden, so sieht man, dass dieser Kegelschnitt nur 

das Bild des Knotenpunkts ist. Die 6 Fundamentalpunkle entsprechen den 
6 Geraden der Fläche, welche von dem Knotenpunkte ausgehen; 6 andere 
fallen aus, und die 15 übrigen sind nach wie vor durch die Verbindungs- 
linien der 6 Fundamentalpunkte dargestellt. 

Diese Geraden bilden also die Linien eines Pascaischen Sechsecks; 
und indem man bemerkt (wie unten gezeigt werden soll), dass jede Gerade, 
welche nicht durch die Fundamentalpunkte geht, das Bild einer ebenen Curve 
dritter Ordnung ist, welche die jenen Punkten entsprechenden Geraden trifft, 
und im Knotenpunkt der Fläche einen Doppelpunkt hat, erhält man aus 
Uebertragung der Sätze vom Pa*co/schen Sechseck folgende Theoreme: 

Auf der Flüche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt schneiden sich 
von den 15 Geraden, welche nicht durch den Knotenpunkt gehen, 45 mal zwei 
dl ctutrn/ P HTihta p. 

Von den 45 Punkten p liegen 60 mal drei auf einer ebenen Curve 
dritter Ordnung P, welche gant in der Fläche liegt, jede der 9 Gerade n, 
welche nicht durch einen ihrer Punkte p und nicht durch den Knotenpunkt geht, 
schneidet, und im Knotenpunkt selbst einen Doppelpunkt hat. 

Von diesen 60 Curven P schneiden sich 20mal drei in einem Punkte 
g, und 60mal drei in einem Punkte h der Fläche. 

Es giebt 20 Curven x gleicher Art, deren jede durch einen Punkt g 
und durch 3 Punkte h geht. 

Diese 20 Curven x schneiden sich zu vier in 15 Punkten y. 

Von den Punkten g liegen 15mai 4 auf einer weiteren Curve J der- 
selben Art. 

Die Beziehungen, welche in diesem Falle zwischen den Punkten der 
Fläche und denen der Ebene stallfinden, können direcl durch Cenlralprojeclion 
dargestellt werden, bei welcher die Ebene eine beliebige, das Projections- 
centrum aber der Knotenpunkt ist. Man kommt also auf die Nethoden zurück, 
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welche Herr Chasle» zur Abbildung einer Fläche zweiter Ordnung ange- 
wandt hat. 

ilal nämlich, wie vorhin, der Knotenpunkt die Coordinaten 0, 0, 0, 1, 
so werden die Coordinaten eines Punktes, welcher auf der Verbindungslinie 
des Knotenpunkts mit einem Punkte der Fläche liegt: 

£i = p^n 52 — t>x 2 , s'j — <?x s , s« = px 4 — ö. 
Soll nun der Punkt £ in einer bestimmten Ebene liegen, als welche 
die nicht durch den Mittelpunkt gehende Coordinatenebene genommen werdeo 
mag, so ist l 4 = 0, also px* = a. Aus der Gleichung der Fläche hat man 

daher wenn man an die Stelle von n setzt: 

p*i = A£n (ix, = /\$ 3 , (>x, = = 
was die Formeln (2.) sind. Es ist also in der That der dort mit x, 1, n be- 

■ 

zeichnete Punkt als Projection von x anzusehen. 

Hieraus erklärt sich die obige Bemerkung, dass eine Gerade die Ab- 
bildung einer ebenen Curve dritter Ordnung ist, welche den Knotenpunkt zun 
Doppelpunkt hat. Es ergiebt sieb aber überhaupt die Methode zur Behandlung 
dieser Fläche, und die Uebertragung ebener Sätze auf dieselbe. Das Gleiche 
gilt von noch spccielleren Flächen, welche immer als besondere Fälle der vori- 
gen anzusehen sind. Dasselbe gilt übrigens von jeder Fläche Ordnune 
mit einem Knotenpunkt, dessen Tangentenkegel von der (n — 1)"" Ordnung ist; 
so z. B. von der S/«'»erschen Fläche vierter Ordnung. 

Giessen, den 22. October 1865. 



Digitized by Google 



381 



Ueber die Normalen der Kegelschnitte. 

(Von Herrn C. F. Geiser in Zürich*)). 



1. VV enn man bei den Kegelschnitten neben Punkten und Tangenten 
als bestimmende Elemente die Normalen einführt, so kann man sich die Auf- 
gabe stellen: einen Kegelschnitt zu Gnden, welcher durch a Punkte gehl, 
ß Geraden berührt und y andere Geraden zu Normalen hat« wo «, ß, y po- 
sitive ganze Zahlen (die 0 einbegriffen) bedeuten, und a + ß+y = 5 ist. Diese 
Aufgabo enthält 21 von einander verschiedene in sich, von denen die 6, welche 
dem Falle y = 0 entsprechen, bereits durch Brianchon in seinem „Memoire 
sur les lignes du second ordre" gelöst worden sind. Die Uebrigen lassen 
sich, specielle Fälle ausgenommen, mit Hülfe von Zirkel und Lineal allein 
nicht lösen, so dass als einziges Interesse zurückbleibt, für jede der gegebe- 
nen Aufgaben die Anzahl der möglichen Kegelschnitte anzugeben. Diess ist 
durch Steiner (dieses Journal Bd. 55, pag. 376) geschehen, und der vorlie- 
gende Aufsatz hat den Zweck, die Richtigkeit der dort gegebenen Resultate 
darzuthun. 

2. W ir fassen zunächst den Begriff der Normalen etwas allgemeiner, 
indem wir einen Kegelschnitt K mit einer seiner Normalen n und der zuge- 
hörigen Tangente / auf irgend eine Ebone central projiciren. K wird wieder 
ein Kegelschnitt, / eine Tangente, welche nun durch einen bestimmten Punkt 
geht, nAmlich durch denjenigen, welcher dem unendlich entfernten Punkte der 
zur Normalen senkrechten Richtung entspricht. Es kann also für einen Kegel- 
schnitt die Bedingung, eine gegebene Gerade zur Normalen zu haben, auch 
ausgesprochen werden: der Berührungspunkt einer der beiden von einem 
Punkte p aus an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten soll auf einer gege- 
benen Geraden « liegen , oder die Polare von p soll die Gerade » auf dem 
Kegelschnitte selbst treffen. Künftighin sollen p und » zusammengenommen 
ein Normalenelement genannt werden. 

- . • 

*) Obgleich sich aus den Arbeiten des Herrn Chatte* (Compte* rendus de l'aca- 
demie de« eciences de Paris, annee 1864) die Principien, auf welche sich meine Ab- 
leitungen stützen, mit Leichtigkeit ergeben, so habe ich doch geglaubt, daas die hier 
gegebene directe Verificirung unbewiesener Steiner&cher Resultate nicht ohne Interesse 
sein wUrde. G. 

Joarnal för M«Utem»tik Bd. LXV. Heft«. 49 
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3. Jetzt ist an Stelle unseres Problems ein allgemeineres getreten, in 
welchem die Normalenelemente dieselbe Rolle spielen, wie in dem beschränk- 
teren die Normalen. Aber wir haben sofort den Vortheil, dass die 15 noch 
zu lösenden Aufgaben auf eine geringere Anzahl sich rcduciren, da wie ge- 
zeigt werden soll, die Aufgabe: einen Kegelschnitt zu bestimmen, der c Punkte 
enthält, ß Gerade berührt und an y Normalenelemente gebunden ist, zusam- 
menfällt mit der andern : einen Kegelschnitt zu finden, der ß Punkte enthält. 
n Gerade berührt, und an y Normalenelemenle gebunden ist. 

In der Thal, sei K ein Kegelschnitt, (p, n) ein Normalenelement, 
der Berührungspunkt auf «, und t die durch p nach b gezogene Tangente, 
dann erhält man durch Polarisation nach einem beliebigen Kegelschnitte io< 
K einen Kegelschnitt K', aus p eine Gerade p', aus » einen Punkt Ferner 
wird b zu einer Tangente b' an K\ t zum Berührungspunkte /' derselbe! 
und zwar liegt der Berührungspunkt /' von b', welche eine aus »' an A" ge- 
zogene Tangente ist, auf p', d. h. p' und n sind wieder ein Normalenelemeot 
Dass die a Punkte und ß Tangenten ihre Rollen vertauschen, bedarf keine* 
Beweises. 

4. Nach diesen Betrachtungen bleiben noch 9 von einander verschie- 
dene Aufgaben übrig, zu deren Lösung wir eines Satzes aus der Theorie 
der algebraischen Curven bedürfen. Nämlich: Wenn jede der durch einen 
gegebenen Punkt p gehenden Geraden eine vorgelegte Curve in n Punkten 
schneidet, so ist diese Curve vom »" n Grade. In unserer Entwicklung wer- 
den nun die Schnittpunkte auf den Geraden gezählt, welche durch einen sin- 
gulären, d. h. vielfachen Punkt der Curve gehen; es ist klar, dass dann der 
gesuchte Grad der Curve gegeben wird durch die Summe der beiden Zahlen, 
welche 1) die Anzahl der Punkte auf einer solchen Geraden ausserhalb des 
singulären Punktes und 2) die Vielfachheit des singulären Punktes angeben. 

5. Soll jetzt die Anzahl der Kegelschnitte gefunden werden, welche 
« Punkte enthalten , ß Tangenten berühren und an y Normalenelemente ge- 
bunden sind, so greifen wir aus den Normnlenelemcnten irgend eines, z. B 
p, n) willkürlich heraus. Dann wird durch die « Punkte, ß Tangenten und 
die übrigen y - 1 Normalenelemenle eine Schaar von Kegelschnitten bestimmt, 
an welche von p aus alle möglichen Tangenten gelegt werden können. Jede 
derselben berührt in einem Punkte und wir wollen den Grad des Ortes dieser 
Berührungspunkte rinden. Auf einer beliebig durch p gezogenen Tangente wer- 
don dann offenbar so viele der Berührungspunkte liegen, als Kegelschnitte durch 
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a Punkte, ß-\-i Tangenten, y~ 1 Normalenelemente bestimmt sind, und der 
Punkt p ist als sovielfacher Punkt zu zählen, als Kegelschnitte bestimmt sind 
durch + 1 Punkte, ß Tangenten und y—i Normalenelemente. Sei also die 
zuerst gesuchte Zahl a, , die zweite o,, so ist a,+ «7 der Grad der gesuchten 
Curvo. Diese schneidet » in «, + flj Punkten, und daraus folgt, dass a,-f<»2 
die Anzahl der Kegelschnitte ist, welche a Punkte, ß Tangenten und y Nor- 
malenelemente enthalten. Durch Recursion kommt man also sofort von y 
auf und unter Benutzung der ßrioflcAowschen Resultate fOr y — 0 kön- 

nen die 9 übrig gebliebenen Aufgaben gelöst und die 5/einerschen Angaben 
bestätigt werden. 

Zürich, den 9. Januar 1866. 
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Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

Ausaug «ob einem Schreiben an den Herausgeber. 
(Von Herrn 0. Heue in Heidelberg.) 



E s ist ein in der Geometrie bekannter Satz: „Wenn man von des 
Ecken eines Dreiecks nach den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Stilen 
und eines Kegelschnittes sechs gerade Linien zieht, so berühren dieselbeo 
einen Kegelschnitt. 0 Es soll nun die Aufgabe sein: „Wenn die Gleichungen 
der Dreieckseiten a = 0, 6 = 0, c — 0 und die Gleichung des dieselben schnei- 
denden Kegelschnittes f(x,y,s) = 0 gegeben sind, die Gleichung des berührten 
Kegelschnittes zu finden." Die Auflösung der Aufgabe ist folgende: 

Es seien a, b, c die linearen homogenen Ausdrücke der Punklcoor- 
dinaten: 

(1.) a-«"*+/?V+A 6 = a'ir+/fy-r/*, c = a"x + ft"y+y"*. 
Setzt man die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe der Punkt- 
coordinalen x, y, &, uusgedrückt durch dio Dreieckcoordinatcn a, b, c, in die 
Gleichung des gegebenen Kegelschnittes f(x,y f ») = 0, so nimmt dieselbe die 
Gestalt an: 

■ 

(2.) a»,a 1 + « 11 6 7 + o«c 7 -: 2a, i 6e + 2a.„efl + 2a 1 . I a6 ~ 0, 

und man kann annehmen, dass die Gleichung des die Dreieckseilen schul- 
denden Kegelschnittes gleich in dieser Form gegeben sei. 

In dieser Voraussetzung hat man nach der neunten meiner 1865 her- 
ausgegebenen Vorlesungen zwischen den Liniencoordinaten w, r, tc und den 
Dreieckliniencoordinaten a, {i, y die Relationen: 

(3.) « = «"« + «',* + «>, r = + + » = + + 

in Beziehung auf welche sich die Gleichung des berührten Kegelschnittes s<» 
darstellt: 

4.) at.an« 1 + + Om«iJ' 7 - So,,«!,.,,?/ - 2a«,«,, ya - 2a,,, o,, a(i = 0. 

Der Beweis kann ohne Schwierigkeit mit Hülfe der beiden am Ende 
der genannten neunten Vorlesung aufgeführten Parallelsatze geleistet werden. 

Heidelberg, 1865. 
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